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1 Funktionen

1 Funktionen

11

1.2
13

14

15

Nullstellen Maxi Mini M i Symmetrie

a) |0 P(1/4) Q(-1/-4) J-0,-1] streng monoton fallend; ungerade
[-1,1] streng monoton steigend; Funktion
[loof streng monoton fallend

b) |0;9 P(3/10,5) keine [0,3] streng monoton steigend; keine
[3,0] streng monoton fallend

c) |0;3 P(3/0) Q(1/-1) J-0,1] streng monoton fallend; keine
[1,3] streng monoton steigend;
[3,o[ streng monoton fallend

d) [-1;0;1 P(0,5/0,25) |Q(-0,5/-0,25) |]-c0;-0,5] streng monoton fallend; ungerade
[-0,5;0,5] streng monoton steigend; Funktion
[0,5; 0 streng monoton fallend

e) |55 P(0/1) Q(-10/-1), J-o,-10]  streng monoton fallend; gerade

R(10/-1) [-10,0] streng monoton steigend; Funktion

1o, 10[ streng monoton fallend;
[10,00 [ streng monoton steigend

f) |0 keine Q(-1/-0,4) 1-0,-1] streng monoton fallend; keine
[-leof streng monoton steigend

a) Periode p =4 b) Periode p =2

A -3, Anstieg zuerst gleichbleibend (linear), danach wird der Anstieg immer geringer

B - 5: Anstieg wird immer grofer

C - 1: Anstieg zuerst sehr stark (am Anfang sogar mit senkrechter Steigung), danach
immer geringer

D - 4: Anstieg immer geringer

E - 6: Anstieg zuerst mit kleiner gleichbleibender Steigung, danach mit gréBerer gleichbleibender
Steigung

F - 2: Stets gleichbleibende Steigung (linearer Anstieg)

G - 8: Anstieg zuerst gleichbleibend, danach wird der Anstieg immer grofer

H - 7: Anstieg zuerst mit grofer gleichbleibender Steigung, danach mit kleinerer gleichbleibender
Steigung

h 9| In der Abbildung ist r =1 (etwa 1 dm) angenommen.

15 Anmerkung fur Interessierte:

h ist L8sung der Gleichung
2
%-(ar-h)=q-t,wobeiqdie

05 pro Zeiteinheit zuflieBende
konstante Wassermenge ist. Auf der
linken Seite der Gleichung steht das

t Volumen eines Kugelabschnittes.

1

0

2)20/ b) 251 c)301

d) ja, denn der Benzinverbrauch pro km sinkt anfénglich stirker als spéter

) Tankstelle auf offener Strecke (nach 200 km Fahrt), denn der Benzinverbrauch pro km ist
danach gleich wie auf offener Strecke

f) Ja, denn der Benzinverbrauch pro km sinkt zuletzt stérker als frither
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B 1B

1.6

1.7

Gelingt es, die Gleichung der Funktion eindeutig nach x aufzul6sen, so erhilt man nach
Vertauschung der Variablen x und y die Gleichung der Umkehrfunktion (in der iiblichen
Bezeichnungsweise).

a)y=2x = x= -;— ; Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der Umkehrfunktion: y = %
b) y=-;+3 = x=-2y+6;

Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der Umkehrfunktion: y =-2x+6
) 2x+3y=6 = x=—% y+3;

Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der Umkehrfunktion: y = —% x+3

d) y =3 = 0:x + 3; Auflésung nach x ist nicht eindeutig moglich (wiirde auf eine Division durch
null fithren), daher gibt es keine Umkehrfunktion

Gelingt es, die Gleichung der Funktion eindeutig nach x aufzuldsen, so erhélt man nach

Vertauschung der Variablen x und y die Gleichung der Umkehrfunktion (in der tiblichen

Bezeichnungsweise).

a)y= % = x= 1+% = YTH; Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der

Umkehrfunktion: y =1 +% =x

X
b)y=x*+1 = x= i,/y -1, d.h. zujedem y > 1 gibt es zwei x-Werte; etwa gibt es zu y =2
die beiden x Werte 1 und —1. Aufldsung also nicht eindeutig méglich, daher gibt es auch keine
Umkehrfunktion

X y
¢ =" _ = =
)y 2x+1 x

2y’
Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der Umkehrfunktion: y = %

_x=2 _y+2,
hy=—7 = X=15

Vertauschung von x und y ergibt die Gleichung der Umkehrfunktion: y = ’%f

y Losungsvariante:
Graph der Funktion y
31 y=|x-1| .
2 3 P -7
2 P “1. Mediane
s
2 4 o 1 2 3 «x 17
-1
7o p X

Zu jedem y > 0 gibt es nicht mehr nur einen ~ ~ -1
x-Wert, sondern zwei x-Werte. So gibt es Graph der Umkehrung

etwa zu y = 2 die x-Werte —1 sowie 3. Kelne Funktion!

Daher ist die eindeutige Losbarkeit der

Funktionsgleichung y = |x - 1| nach x nicht Man spiegelt den Graph der Funktion y = |x - 1| an

mehr gegeben; es gibt keine Umkehr- der ersten Mediane. Der gespiegelte Graph ist nicht

funktion! mehr Graph einer Funktion. Denn zu jedem x > 0
gehtren zwei y-Werte. Etwa gehoren zu x =2 die
y - Werte —1 sowie 3.




2 Potenzen und Potenzfunktionen

1 a
al 2
a2 1. 1 _1 a-b? b2 _b2 _ac gyl o3
21 @2'3%= =g R N s arors 0 3-(x—y) "
22 2
c
LI NS (L) Y A I .
2100 5.1 2 2 L
10 E) 4
’ 1 1
22 ) (05102 =—— =—=00
a)( T 0,5-10> 50
by (31001 o L _ 1 _10

o 1072f s 102 22 105102

107 S0P =20

=36

=1
bo10f =5 o7 32107431024
107! 107107 1072

23 wyfafl L2t o

1™ a+1) 1 x 1 x 1
b)|2+—| :x= _—
X X x (2x+1) x (2x+1)-x 2x+1

o fox?) ‘(6)(): 2x22x% -6x _ 24x*
2

5x’ 5 25

o (.22 (eF) C(a) b b pe
J 2b b’ 2b a’?  4c®  2a®
(_1)(1L](_3)ui 4

3 x 3x 3 3x x+3 x«(x+3)

-1

1 1 x+l -
h..=|X-X .“_7_(5_L)" L_[xz-l)'.x_“_2_’(.x_“_ !
|2 - - .

2x 2 2x) 2x 2x 2x2 x -1 2x*  x-(x-1)
24 a)2™+2"=2"2+1)=32" b) 3™ +2.3"=3"3+23"=3"(3 +2)=53"
¢) 32 -3 42,392 = 3321 4 2.3) = 14.3" = 14.3.3* = 42.3*
d)a™? - a"=a"(a’ - 1) =a"(a-1)-(a+1) €) x™ + 2™ =x™(1 +x™)

25 r=6370 km=637-10°cm; Vi =21’ = “T"‘zss 4749-10% ~1082,6969-10% cm’;

3
210

m=1082,6969-10%* 5,5 = 5954,833.10%* g ~ 6-10%*kg; +~0,333-10° =333000;

die Erdmasse ist etwa 333000-mal in der Sonnenmasse enthalten
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=0.1% Xy =x* x y x ¥
2.6 a)y=0,lx s | P Y= P Oy= % x4 Y
15| -0.338 45| -225 15| 0633
-1 -0.1 -1 -1 || 0425
-05|| -0.013 -05]| -025 -05|| 0.008
0 0 0 0 L] 0
05 0013 05| 025 05]| 0.008
1 0.1 1 -1 1| 0125
15 0338 15| -225 15|| 0633
2 08 2 -4 2 2

=Y

ASH A1) | picht definiert
| -4109) | (n.d.) an der

.o,: '052; Stgll.e x= 0

o5l o5 (DIVIS'|0|1 durch
T 78] | Mull :'nr:‘ht

15| 18137 glich)
HEE

sl 2
1
05| 6
o|[n.d.
05| ®
1 3
15| 2
2| 15

nicht definiert
(n.d.) an der
Stellex =0
(Division durch
null nicht
moglich)

a5
A 2
05 3
off nd.
05 K]
1 2
15[ 0889
2| 05

=Y

1 Xy

h) y= T 5 2| o0
nicht definiert =1 | nicht definiert ul f M::
(n.d.) an der 05| 8| | (nd.)ander 05 T
Stellex =0 of nd. Stellex=0 ol na.
(Division 05 16 (Division durch [ 05 A
durch null 1; 059§ null nicht |
nicht méglich) A5 | moglich) ‘-: "Lﬁ




2 P und Pc funkti

a)c=%,n=2 b)c=%,n=2 ¢) x=%.c,-A-p,n=2
d)c=cA,n=4 e)c=U2,n=-1 f)c=GMm,n=-2
rund hinm, J in kg m?; r 7 J
p=785kgdm™ =7850kgm=  (nm) (nkgm’) oo3igm
. s , [0 oo |
I= 5'11"1'2 -0,02-7850 - r~ 247r 002 0.0000 0.02 |
T Mase m 0.04| 0.0006
006| 00032 oot
008| 00101
10| 00247 - >
0 002 004 006 008 Olm r
R HA
rinm Hin Afm; H=5- =12 Gam) GnAm) 20Kmp oo
010 1582 154 A
020 796
030 531 10
040| 398
0s50| 318 5T

a)Graph B b) GraphE  ¢) Graph D d) GraphC e) Graph A  f) Graph F
. .9.8.7- 4

a) L6y b) 10)_1098:7:6 _,c, ol |=1

2) 12 5) 1.2.3-4.5 4

112 3 15) 15-14-13
d =112 =1 = =455
(1) (o o(5)-555
" 12)_(12)_, by 10)_(10)_10-9-8-7_, o

1) \1 6) \4) 1234
) 9 _(0)_9:87 ¢4 b 20)_(20 201191817 _ 0.

6) 3) 1.2:3 16) (4 1.2:3-4
a) (a+b)* =a*+4a’b+6a*b? +4ab’ +b*
b) (2d+3)° =(2d)°-3% +5-(2d)* 3" +10-(2d)*-32 +10-(2d)?-3* +5-(2d)' - 3* + (2d)°-3° =

=32d° +240d* +720d® +1080d? +810d +243
¢) (a-h)* =a*-4a’h+6a’h?-4ah’+h*
d) (2s+3t)° = (25)° +6-(25)° - (3t) +15-(25)* - 31)2 +20 - (2s)* - (3t)° +15-(25)> - (3t)* +
+6-(25)-(3t)° +(31)° =

=64s® +576s° -t +2160s* - t2 +4320s> - t* + 4860s? - t* +2916s - t° + 729t°
) (5f -2g)° = (5£)° -3-(5)% - (2g) +3- (5F) - (2g)* - (2g)® = 125¢% —150f2 . g + 60f - g — 8g>
f) (2a-3b)° = (22)° - (3b)° - 5-(2d)* - (3b)' +10-(2d)*- (3b)> —10-(2d)? - (3b)* +

+5-(2d)" - (3b)* - (2d)° - (3b)° =32a° - 240a"b + 720a°b? —1080ab° + 810ab* — 243b°
g) (a-b)® =a® —8a” b+28a°b* -56a° b* +70a* b* ~56a° b +28a2 b® —8a b’ +b®
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1B -5

2.13

2.14

2.16

2.17

2.18

a) 1+42)2 =142.42+ (V2] =3+2.42

b) (V5-1)(f5+1)=(/5F -1=4
9 B-v3)}{3-1)=3.43-3-3+3=4.43-6
Q) 3-v2-2)(V2+2)=3-246-v2-2-42-4=2+4.2
o (542} )=} -

(J3+«/_—J - ) =3+~/§—2~\/3+«/§«\/3—«/§+3—«/§=6—2»~/9T5=2

1 1 12
a) J5=52 b) 42=24 9¥a=4=23 a7 -
4. 2 !
o5 =s6=57 B =35-3" g VW3 ={3* =3
1 1 A
a) Jx+y =(x+y)? b) Va® +b? =(a’+b3F ) —1—=b 2

Loy 3 2
2 2 3 - -— 1 - 1 - 1 -
d)3==[=|"=23.2a3 —=x 4 3— =t 3 =x2-y2|3
)\‘a (a] a e) To X 01’12 2) o (x y '

1 2 2
a)32=43 b) a3 =3a? 0125 =312? =314
3 1 1 2
EN 4y 2
d) 76 =72 =47 eal=—7r cd=—nz
) ) Ny f) Il
1 1
2) (2a)*° =22 h) 2192 =215 =321 i) (mn) 3 =l
m+n
1 1 1
a) 0367 =,/0,36 =0,6 b) 32%2 =325 ={32 =2 ) 643 =%=
1
Nz 1 1 11
d 025 e L1 1024794 = =1
) 0.2 05 ° (9) 9 3 0 91024 2
g)(l)— =Vi=2 h) 0,001 3 _—'—_—_L_Lﬂoo
4 Yooor? @fogotf O 001
a) V¥ =3; (3 =3; richtig b) 342 =16;32* =316 ; richtig

SO

2
73




2 Potenzen und Potenzfunktionen

2.19

2.20

221

2) V54245 -(4-45-3-45)=45+2-y5-4.45+43.45=4.35-2.45

b) 2-vu-Yu-u-Yu=u-2.4u

) Xy —y-fy =y =(x-y-1)-y

32 =V =22.22.2=2.242=4-42  0)¥108=127-4=3.¥7 )Vda=2-va
d)«/a_’=a-«/§ e)4uv? =2v-Ju f)W=x~§/§

@) if54x’y =327-2-x*y =3x-{Zx-y h) 9 (k2 +y?) =3-/x2 +y?
)Va-bl-b = b -a-by=b-vab P =P v=v2

k)JlTll? V2110 =11-410 DR =22 = x =

m)J_ 5223 w5 )‘F ,f ~3-—~f
W_a_if_.Z_a__. 2 -y Jl -y 1
p)db_‘_ B b b \/: q)V X x? x  x V X

r)Vl(x+y)’4-(x-y> ey o oy _xvy s

| 4 2

N N I LR Rt B RN OO LA R T
d){{' @ dg e)«/;-w/ﬁm/;:xz 2

f)«/'~F-«/E=m_aw/m

239 -33-a2 ={27.2> =3a m¥i-a-Yi-2) =3fa-2) =1-a

i) (2-+3f =2-2-423+3=5-2.6

D RA3-342) V6 =(2:436-3-v2:6)=2:492-3.y43 =6-v2 643 =6-(y2-+3)
K)v3a+3b-12-(a+b) =436-(a+b)? =6-(a+b)
l)mm]uzw-ruw=m~m=du'vz~(u+l)2=v~(u+1)-«/§

243=+12  b)ayZ=Y128  3.45=4205 d)x* -¥ax =Yax’

1 8 _ Lapg=yft6 - 23 _jz_1_1
v e S il
P 3
h)z,,,.JI: ﬂ:ﬁ i)Z.,/a_s= ’i:,/ﬁ j)Z.JE= }4_":\/2
m m a a? x V3 V3x® Vi3x
2 P P
RE SR E - .)gﬁﬂfw_x:‘[g VN o
7
n)(a-b)- ,’“ @eD@-b) 7 o)Lsz-l:f"z“z: [r-1
x+1 (x+1) x+1

—




23 d2_[2_ g, pM6_ 16 g, G _[x_g

3 3 2 2 X X
24a _[24a Sx [Px 5

d =322 _3g=2 T L Y

) Ya 3a i °) Je-x c-X e =e

p2 Oy :6+3) 5 fab_fab_ jab?
x+3 x+3 2 a a a

b D

2.24

2.25

’ 1 1
h = =
Vom? 4y 4y az" a"-a" a"

a)«/ﬁ=ﬁ=2 HIE =6 =6 o («/Z)'=\/(«/_T«/2_2‘—16
DYB=\B=v2 &) 4- V& =256 =4/4* =
Dz =32 =2 pu-buf Yudu =2

h)di=% ) VAV = %%
G EELE-E
a)ilﬁ-ﬁ=163 8 =165 86—(162~83)3=W=§/2T=4.§/2_5=4.§/3_2

by Y2 (3] = B34 37—4z %< (a2 3’%—%/@ 432
c)W(J_)’ W«/_ 105 103 =10% -10% =410710° = §i0® = 100410

7?

..

i~

o121
i) p(;/[__)z p'-p2-p ¢.p 3 =p ="

D 4féa-@a+y)? =\/JG4-(a+y) _\8-@a+y) _ [8-@a+y) _
Ja@ry)  h@ry)  h@+y) Ve@ry)




2 P und P funktion

2.27

228

1 .
VETBAS MR 576 24646 26
PR I ' R P g2 -2l _pde iz
3.32 33234232 32 6 v PP P
Xy L Xy L |xy o [Axy
noy V2 N3 NG Ao oy
xy Xy, [xy Xy X-y X X

h) u?-v? (u —vz) «/u v (u —vz) Ju-v (u+v) u-

2:4lu-v ZJu v«/uv 2:(u-v) 2

);_ VI xeafx _ABx pLl 1=V _1-V3_i3-1

Nl e il e v A+3)-0-3) 1-3 2
1 1.2-543) _2-543_5/3-2

2+5J’ 2+5:-43)-(2-5-3) 4-75 71

_ 1-(J2a+b) _42a+b

JE-b‘(JEZ b)-(2a+b) 2a-b?

m V32 Via-(a+'b) Ba-lVa+ib
Va-Vb (Ja-b).(Jatvb)  a-b

Y =) (xafy) _x-y)-Wxely)
)J'J' WX =9)- (X +4¥) x-y Sy

)

0) o 1-(W1+u-+41-u) =~/1+u—«/1—u=w/1+u—«/l—u
1+u+ 1-u («/1+u+«/1 -u)- (Jl+u V1= u) l+u-(1-u) 2u
a) ¥2° +3° =3/35 5, falsch b) J_ nchtng c) ‘E =%, richtig

1 J_ X .
d) J_ J_ J_ falsch e)(—-g——J?: E,nchug

a) y1,21-10° +4/1,69-10% = y121-10 + 16910 =11-4/10 +13-410 = 24-10

b) V1,44-10° —1,00-10° = y144-10° —+100-10° =12-+/10° ~10-y10° =2.+10° =20-10
o) V12527 +2-38a? =5.3a? +2.2.3a% =9.3a?

d) y0,49-m-12 -h++/036- 71> -h =0,7r-ym-h +0,6r-Vm-h =13r-Vr-h

¢) 022 -B? ~0,1-c-B-+/4B =0,2-c-B-yB—02-c-B-VB =0

£) V3x=3-Vx-1=3-Vx-1-4x-1=43-(x-1)

h) 2a- ——v Jﬂ—zw‘ ‘fT'V- .Jﬁ 2v~/ﬂ vila-v=va-v
i)s-«/-+77-=s«~/-+25~~/_=3s'~ﬁ

SN T SO Nt




— Math ik 2 — Durch 1 1
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229 2) 3-V3-+2)2-v2-V3)=6-V3-V2-4-9+42 V3 =66 -4-9+6=7-/6-13
) (xr1-vI=x [ =x+1-2-Jx*D-A-x) +1-x =2-2{1-x? =2- (1—«/1 x)
(x ny_)z-xy2ny_y+xy—xy(x+y ZJ_)

d) [1+4a) 11_"7; :"j_— 1(1}) K“—‘Cm (1+4af =a+2-va+1

O‘

g) Jv-1- " 1 v=4v- 1V’V V(V b =v- ‘/V\/‘L_(l 1)-wlv —vZ+v=42v-v?

L, ym’+1 1+m? m’+1_m +1

L B - =

D (XT“)Z'“ Ix2+2x4+1-4x=w/xz—22x+l=1/(x2—l)z =xT—1
T

02z [J_ 2+I] 3+131«/(3+J—) 1+2J3= 1+2J31T;/—§J§ - 11:;/3 =31

pi=h _i+h _(1-h)- {1+m)-@+n)-0-vh) _
1-vh 1++h {1-vh)-{1++h)
- h+\/_—h-«/_)—(1+h—~/_—h~~/ﬁ)=—2h+2-«/ﬁ=2.h—«ﬁ:—
1-h I-h h-1

2.30 a)E 1+2x+5~—ﬁ—— (M»fm) ;-—'513%‘_—2‘4’%_('+§’2LT
)__m+ 1’ =—(x1+4')+x= 2’ _ 2: x'2+4' _
240x2+44 22 x2+4 x2x2+4 2 x2440x2 44
2.Vx%+4
TR (4
m_ x? X +1-x
0 i B e Ty e B
x* +1 \/1— x? x?+1 Jx’+1—x’ oE+xel [ 1
x> +1 x2+1 x2+1
- 1 AxP+1 1
e+l 1 x4l

1 1 1 ,41:
231 r= h=—=—_— \[_ ot h=2r
Vn’ N P 21:




2 P und Pc funkti

232 a)2-Wx =1

x =40;
Probe: 4—50 =27?
stimmt = L = {40}

g) 2h+1=3
2h+1=27
h=13;
Probe. /2-13+1=3?

stimmt = L = {3}

B 1-Jy-3=0
y-3=1
y-3=Ly=4

Probe: 1-+/4-3=0?
stimmt = L = {4}

2.33 a)t=9+,/t-(t~6)
t-9=4t-(t-6)
- 18t+81 =1 -6t

— 1o 1= 2T .

81=12t; t= ~
Probe:
27 27 (27
g2 2269
7 9+ 7 (4 6).
stimmt nicht = L = {}

d) Va+7=va+1
a+7=a+2-va+l1
6=2a
3= s/a_; a=09;

Probe: v9+7 =+/9+17

stimmt = L = {9}

b) V4x =08
4x=0,64
x=0,16;

Probe: /4-0,16 =087

stimmt = L= {0,16}

1
e) Toon - 01
l -
el 0,001
x =5000;

Probe: -———=0,17
o000

stimmt => L = {5000}
c
W 2=+

16=1+2<
2
c=30;
Probe: 2 = 1+§?

stimmt = L'= {30}

b) (t+5)-(t-3) +1=t
Ja+5)(t=3)=t-1
g+5)~(t—3)=t—1

+2t-15=2-2t+1
4=16; t=4
Probe:
J@+5)-(4-3)+1=42

stimmt = L = {4}

€) 19++42a+12 =5
19++42a+12=25
J2a+12=6
2a+12=36; a=12;
Probe:
1944212412 =52

stimmt = L = {12}

l -
9 =0l

1 oo x=2;

16x 4

1

. 012
Probe: W 0,1
stimmt = L= {275}

f) Jx+2=3
x+2 =9
x=7;
Probe: V7+2=. "

stimmt =L ={,

i) 4+r+2=0
Jre2=—4
r+2=16r=14;
Probe: 4 +/14+2 =07
stimmt nicht = L= {},d.h.
keine Losung!

) 4-4/d+3=3-410+d
16:d +3) =910 +d)
d=6;

Probe:
4-4d76=3.Y10%6?

stimmt = L = {6}

0 3-J4-b=v4-b+8
2.44-b=8
Va—b=4
4-b=16; b=-12;
Probe:
3A-(-12) = 4= (-12) +87

stimmt = L = {-12}
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i) 8

233 g Jm-5+2=47+m

h) Vu+4 -Ju-3+7=0

i) Vt+12=3+4t-3

m-5+4-Vm-5+4=7+m Ju+4=Ju-3-7 t+12=9+6+/t-3 +t-3
4-Jm-5=8 u+d=u-3-14-Ju—3+49 6=6t-3

Jm-5=2 14-Ju-3=42 1=4t-3

m-5=4;, m=9; Ju-3=3 I=t-3; t=4;
Probe: v9—5+2=+7+9? u-3=9; u=12; Probe: V4 +12 =3++/4-3?
stimmt = L = {9} Probe: stimmt = L = {4}

VI2+4-412-3+7=0?
stimmt nicht = L = {}, d.h.
keine Losung!

i 2-(1+x=10)=ax-12

K) vm—-10 +1=+m-3

D9=vz+8+z-1

2-(1+\/X—_10)=2'm Jm-10+1=Ym-3 9-z-1=4z+8
1+4x-10=+/x-3 m-10+2-Ym-10+1=m-3  81-18-yz—1+z-1=z+8
1+2-4x-10+x-10=x-3  2.4/m-10=6 72=18-4z-1
2.4x-10=6 Jm-10=3 4=yz-1
- m-10=9;m=19; 16=2z-1;z=17,
ﬂ_:g;x:]g; Probe: v19-10 +1=+19-32 Probe: 9=+17+8++/17-1?
Probe: stimmt = L = {19} stimmt => L = {17}

2.(14++19-10)=44-19-122

stimmt = L = {19}

234 a) Jx—8+7xlfs= X-5 |.Jx_g
x~-8+1=,/(x-8)-(x-5)

x-7=vx2-13x+40
x?-14x +49=x> -13x +40
x=9;

1
. J9— =49-52
Probe: v9 8+m 9-57

stimmt = L = {9}

) Vs+a+a=+4a+9

S+a+2-(5+a)-at+a=4a+9

2-5a+a?=2a+4

Vsa+a? =a+2

Sa+a’=a’+4a+4

a=4;
Probe: v5+4 +4=+/4-4+9°?
stimmt = L = {4}

N RN e

1-h=./h-(h+1)
1-2h+h?=h%+h
Zape hol
1=3h; h=2

Probe:\/%-£=@?f_%=g,
\E=\E; stimmt:L={%}

§~Jr-1o+§~4r-13=«/2+: -3
5.4T—10+2.4r-13=3.42+1
25-(r=10)+20-/(r=10)-(r—13) +4-(r =13) =9-(2 +1)

25r—250+20-r2 —23r+130 +4r-52=18+9r
2012 -23r +130 = —20r +320

VP -23r+130 =16 -1

2 -23r+130=256—32r +1°
9r=126; r=14;

Probe: 2.414-10+§~Jl4-13 =2+142?

stimmt = L = {14}
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235 Wirsetzen f(a)=+/a+7 und g(a)= Va +1 und Isen graphisch die Gleichung f(a) = g(a) oder
f(a) — g(a) = 0. f(a) ist nur sinnvoll fiira+ 720 oder a > -7, g(a) nur fiir a> 0; daher braucht nur

der Bereich a > 0 untersucht werden.

5
4
3
2

a =9 ist die Stelle, an der die Graphen

y = f(a) und y = g(a) einander schneiden

Wir setzen f(a) = \/19+«/2a+12 und

nur sinnvoll fiir a > -6, weshalb nur dies

6
..... 3 ——
f‘i

f(a) aT

g(a) T

..... 2+

o+

% 0 6 2

a= 12 ist die Stelle, an der die Graphen
y = f(a) und y = g(a) einander schneide

2.37 _ 1 JLCl: 2.38
wg=—— [|-VL-C|:0
0 ‘\/ﬁ I I 0
JL- =L .2
@
Le-t
@
1
L=
w-C

f(a)-g(a)

-1
a

a =9 ist die Nullstelle der Funktion
y =f(a) - g(a)

g(a) = 5. Zu l6sen ist nun die Gleichung f(a) = g(a). f(a) ist
er Bereich untersucht werden braucht.

1

farga

a

a = 12 ist die Nullstelle der Funktion

n y =f(a) - g(a)

P 2.39 m
z= ’RM(«»L_L) T=2ﬂ“/; |:2m
oC
2 l_‘/E |..2
z’—ah{mL-L) m Yk
oC ™ m
2 T2
1 4n k
R*=2’-|oL-—
(“’ wc) k_dn
2 m T2
R= z’—(mL-L] _4n’m
oC i
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240 a=142cm;U=566cm;c=vyaZ+b? ,U=a+b+c

56,6=14,2+b++14,2> +b? ; 42,4—b=1/201,64 + b? ; 1797,76 -84,8-b+b> = 201,64 + b*;
1596,12=84,8 b; b=18,8 cm

2.41 Man liest ab, dass der Graph der Wurzelfunktion y = ¥x fiir x = 16 den Wert y =2 hat. Somit:

2 = 116 . Daraus kann man schon ersehen, dass n = 4. Man kann diese Gleichung aber auch zur
n-ten Potenz erheben: 2" = 16; daraus n = 4.

2.42  Kugeldurchmesser in dm, Kugelmasse in kg:

VKuSeI=%'d3 £
m=V'p=£‘d3-7,85=4,ll~d3 155
Ym
d= TR =0,624-¥m ;
m in kg
243 hinm,vinm/s: 10
= 28T = 5
~0,9-42:10-+'h =4,02.4'h E ®
- 4
2
0 1 4
hinm

2.44 K.relsfrequenz o in 1/s, CinpF:

3 ;}l 1076 -C(in pF

_ 1000

lO 3. C(ln HF) :}C(ln WF) *

Kreisfrequenz in 1/s
P

0 10 20 30 40 50
C in Mikrofarad

245 Uin Volt,vinm/s:

610°
U _ [21,60310™%u _
9,109-1073! 2 410°
2.1,603107"7 2 _ £
T U =40352.107 .U = S 2
= 1/0,352-102 - y/U =0,593-10° . T
0 20 40 0 100

U in Volt




3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleick

3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

31

32

33

34

35

3.6

3.7

3.8

Die Funktionsgleichung muss auf die Form y = ax?+bx +c mita= 0 gebracht werden kénnen.
a)jaa=-1,b=2,c=0 b)ja:a=3,b=-1,c=2 ¢) nein, a darf nicht null sein
d)jara=-1,b=0,c=1 €) nein
fja:a=1;b=03;c=-0,1 g)ja:a=4,b=-4,c=1
h) nein, denn die Form y = a:x? + b-x + ¢ mit a # 0 ist nicht mglich
2 y=3-0-3P+1=3; P(O/l—;) b) y=2-(-3-3F +1=19; QE3/19)
G RE/) 4 T(4 / %)
Die Koordinaten x und y des Punktes mii die Parabelgleichung y =—2x*— 3x + 1 erfiillen.
a) 2 =-2.(-1)2 - 3-(-1) + 1, wahre Aussage: P(-1/2) liegt auf der Parabel
b) -4 = -2.1% - 3.1 + 1, wahre Aussage: Q(1/-4) liegt auf der Parabel
¢) -1 ==-2.0— 3.0 + 1, falsche Aussage: R(0/-1) liegt nicht auf der Parabel
d)-13= 22232+ 1, wahre Aussage: T(2/-13) liegt auf der Parabel
a)y=x+3 b)y=x*-2 o y=(x-1)2=x*-2x+1
Qy=(x+2=x’+ix+4 fy=(x-1’+2=x"-2x+3 B (x+1)?-3=x242x-2
a)y=x>+1 b)y=(x-2?=x*-4x+4 )y=x-2P%+1=x—4x+5
dy=(x-37-1=x>-6x+8 e)y=(x+27-3=x"+4x+l fly=(x+3)+1=x+6x+10
a) Parabel nach oben offen b) Parabel nach unten offen
) Parabel nach oben offen, schmailer als die Grundparabel
d) Parabel nach oben offen, breiter als die Grundparabel
) y-Achse ist die Parabelachse
f) Parabel geht durch den Koordinatenursprung
@) Der Parabelscheitel liegt im Koordinatenursprung
Scheitelform: y = a-(x — m)* + n mit S(m/n) als Scheitel. Liegt der Scheitel im Ursprung, so ist
m =n = 0. Die Parabel hat somit die Gleichung y = a-x%.
a)2=a-1 = y=2x? I))2=a~4:y=%~x2 ¢:)—3=a-9=:'y=—%‘x2
d)3=a.1 = y=3.x e -2=2-4 = y=—%‘x2

a)

-2 0 2 4 6 x
a)y=xX’—4x+7=x'-4x+4-4+7=(x2+3 = S2/3); x=0 = y=7T; P(0/7)
b)y=x2+2x+2=x>+2x+1-1+2=(x+1)’+1 = S(-1/1); x=0 = y=2; P(0/2)
) y=+2x=-(x*-2x+l -1)=-(x-1)*+1 = S(1/1); x=0 => y=0; P(0/0)
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d)y=05x>-2x+2 = 0,5(x>—4x +4—4) +2=0,5(x>—4x +4) =2 +2 =0,5:(x-2)* = S(2/0);
x=0 = y=2; P(0/2)

€)y=-2x>+16x—36=-2:(x* - 8x + 16 = 16) = 36 = -2.( x> - 8x + 16) + 32 — 36 = -2-(x-4)* - 4
= S(4/-4); x=0 = -36; P(0/-36)

f)y=-0,5x*—x=-0,5(x2+2x +1 = 1)=- 0,5:(x* + 2x +1) + 0,5 =-0,5(x +1)* +0,5
= S(-1/0,5) x=0 = P(0/0)

101 2 3 4 5y

3.9 Man liest zuerst die Koordinaten des Parabelscheitels ab. Danach wird der y-Achsenabschnitt ¢
oder a abgelesen (siehe Beispiel 3.4, Lehrbuch Seite 41 bzw. die Seite davor). Statt ¢ oder a
abzulesen, kann auch ein Parabelpunkt genommen werden, der gut abgelesen werden kann.
a)ym=2,n=0 sowiea=1 = y=a(x-m)’+n=1(x2’+0=x*-4x+4;a=1,b=—4,c=4

b)ym=-2,n=2,¢=0 = y=a(x+2)*+2; x=0: y=4a+2=c=0,darausa= —

N =

=_1, 24i0=_1 2 ox:a=-L p=c=
y 2(x+2)+2 3% 2x; a 2,b 2,¢=0

Om=0,n=-4,a=2 >y=2(x+0>-4=2x>-4;2=2,b=0,c=-4
d) m =-1, n =4, sowohl ¢ wie auch a sind nicht genau ablesbar, jedoch der Punkt mit den

Koordinaten x =2undy=1 = y=a(x +1)2+4; 1=a(2+ 1)’ +4, darausa = —%.

_ 1 2, 1 2 2 1, __ 1 ,_ 2 _11

y——§~(x+l) +4-—§»x -3 Xtgias g, __5’0—_3—
em=-l,n=4,a=-2 = y=-2.(x+1)’+4=-28*—4x+2,a=-2,b=-4,c=2
m=2,n=-3,c=5 = y=a(x-2)’-3; x=0:y=a4-3=c=5,darausa=2;

y=2(x-2-3=2x*-8x+5; a=2,b=-8,c=5

3.10 a) 1. Art: Zeichnen der Parabel nach Besti g ihres Scheitels:
2 —2_9.5 52_52 _( _5)2_9.
y=x"-5x+4 =x 22x+(5) (3) +4=|x 3 e

S(% —%); mit ¢ = 4 kann nun die Parabel gezeichnet werden.
Man liest als Nullstellen x; = 1 und x; =4 ab.
Kontrolle: y=12-5.1+4=0,y=4>-54+4=0.

2. Art: Man schreibt die Gleichung x> - 5x +4 =0 in
der Form x* = 5 — 4 . Zeichnerisch ermittelt man nun
die Schnittstellen der Parabel y = x* und der Geraden

y = 5x — 4. Beide konnen rasch gezeichnet werden. Die
x - Koordinaten der Schnittpunkte P, und P; sind die
gesuchten Nullstellen: x;=1,x2=4.

Kontrolle: 17 =5.1-4;4*=5.4 -4,
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3.10 b)

©)

d)

1. Art: y=%~x2—x—4=%~(xz—2x—8)=

Parabel mit dem Scheitel: S(l/—%) und a= %, c=-4.
Nullstellen aus der Graphik: x; =-2,x, =4.
2. Art: %~x2 =x+4: Schnitt der Parabel y = % -x? mit der

Geradeny =x +4.
Schnittstellen aus der Graphik: x, =-2, x, = 4.

LAty=-xx+6=-X*+x-6)=
ST TS U U DU S (VL ) - 3
(x+22x+4 46) (x+2)+4,
. . 1/25 _ _
Parabel mit dem Scheitel: S(_i/T) und a=-1,c=6.

Nullstellen aus der Graphik: xj = -3, x2 =2.

2. Art: x> =-x +6:
Schnitt der Parabel y = x? mit der Geraden y=-x+6.
Schnittstellen aus der Graphik: x; =-3, x, =2.

LAty =2x+2x-4=2. (x* +x-2) =
EPYRIEY U S NP P (U A L
2:(x’ +22X+Z y 2) 2(x+5) >
Parabel mit dem Scheitel: S(-%/-;) und a=2,c=-4.
Nullstellen aus der Graphik: x; =-2,x; = 1.

2. Art: 2x* = -2x + 4:
Schnitt der Parabel y = 2x* mit der Geraden y = -2x + 4.
Schnittstellen aus der Graphik: x; =-2,x;=1.
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3.112)

I. 355=9a-3b+c
II:-11,5=a-b+c

Oi: 2=4a+2b+c

IIl = ¢=2-4a-2b, Einsetzen in I und II:

I*:33,5=5a-5b
I*:-13.5=-3a-3b

Vereinfachen:

I**:6,7=a-b

I**:45=a+b

=a=56; b=-1,1;c=2-4a+2b=-18,2;

y=5,6x"-1,1x—182

Voyage200: _ Mathcad:
Vorgabe
355=9a-3b+c
-11.5=a-b+ec
2=4a+2b+c
5.6000000000000000000
" 2ol S e e b 1T oard € & -16.) Suchen(a,b,c) > | ~1.1000000000000000000
-18.200000000000000000
Excel: Lésung mittels Solver
B4 hd A =9A2-3'B2+C2 v A =9°A2.3°B2+C2
TN 7 S 2 c ]
__13 ~ b ic Dalzele: 1]a le |
2 0 oo 0| | zowet:  Gux Cp Cwetn 0 KK 182!
i Linke $eng y.gv' 1 : " y = ™ é
£l Goerns T—J || e = _ -
5 |3. Gleichung: | o ] 2 ]
[$834 = 35,5 Al
4845 = -11,5 T -
4846 =2
b) I: 20=4a+2b+c ¢ I S=a+b+c d) I: 24=4a-2b+c
II: 4=4a-2b+c II: -31=9a-3b+c II: 8=4a+2b+c
n:-4=c¢ . -16=4a-2b+c¢ Il:-10=a-b+c
= a=3; b=6;c=-4; = a=-2; b=5¢c=2; >a=-2; b=8 ¢c=0;
y=3x+6x—4 y=-2x2 +5x+2 y=-2x"+8x
e) I 6=4a-2b+c f) I 2=4a-2b+c
II: 3=a-b+c II: 10=4a+2b+c
III: 27=25a+5b+¢ II:37=25a+5b+c
=>a=1; b=0; c=2; =a=1;b=2; c=2;
y=x2+2 y=xz+2x+2
312 a)y=a(x-my’+n= Y 4 b)y=a(x-m)’+n= YA
y =a@x-2P+1; \°T y =a(x+2?2-2 T B
P(1/2): NI P(3/-27): ¥ /1‘-?«'\ B.p X
2=a(1-2+1 |’ 27=a(3+27-2 7 1IN
= a=1; L = a=-l; ! 20 \\l !
y=(x2 +1= | y=-x2)-1= [ TETN
=x>4x+5 a1 =-x*4x-6 »
¢) y=a(x-m)’*+n= d)y=a(x-my+n=
y =ax+1)s ] y =a(x+1)-2;
P(-3/-4): P(3/14):
4=a@3+? E 14=a(3+1y-2
= a=-1; ! =>a=1,
y=-x+1¥= 7 y=(H)2-2=
=x?-2x-1 =x?+2x-1

20



3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleick

3.13 a) S(2/0) als Minimum; y - Anderung vonx =2 auf x=3: a =0,5;
=%-(x-2)2 =%~x2 —2x+2; Kontrolle: ¢ =2 als y — Wert fiir x = 0 laut Tabelle
b) S(-2/-4) als Maximum; y - Anderung von x =—2 auf x=-1: a =-2;
y=-2:(x +2)’~4=-2x"-8x - 12; Kontrolle:c=-12 als y-Wert fiir x = 0 laut Tabelle
¢) S(1/1) als Maximum,; y - Anderung vonx =1 auf x=2: a =-1;
y=-(x— 12+ 1 =-x* + 2x; Kontrolle: ¢ = 0 als y-Wert fiir x = 0 laut Tabelle
d) S(-1/1) als Minimum; y - Anderung von x =-1 auf x=0: a =1;
y=(x+1)*+1=x%+2x +2; Kontrolle: c =2 als y-Wert fiir x = 0 laut Tabelle

3.14 Parabelgleichung y =ax*>+bx +c

a) (-2/1)=>1: 1=4a-2b+c b) (0/3) = c=3; daher:y=ax’+bx+3.
(1/4) =>1:4=a+b+c Es brauchen nur noch a und b bestimmt
(4/25) > M1: 25=16a+4b+c werden.
II: ¢ = 4-a-b, in I und III einsetzen: (-1/6)=>1:6=a-b+3
*:-3=3a-3b (1/~6) > —6=a+b+3
II*: 21 =15a+3b = a=-3,b=-6;
Vereinfachen: =-3x%—6x +3.
I**:—1=a-b Kontrolle: a = -3 als Anderung des
I**:7=5a+b y-Wertes von x =m=-1 auf x =0

=a=1,b=2,c=4-ab=1;
y=x>+2x+1.

¢) (2/0,25)=>1:0,25=4a+2b+c d) (0/8)=> c=8; daher:y= ax?+bx+8.
(3/0) =>I:0=9+3b+c Es brauchen nur noch a und b bestimmt
(4/0,25) = I11: 0,25 =16a +4b + ¢ werden.
=>a=0.24;b=-1,5;¢c=225 (1/18)=>1:18=a+b+8
y=0,25x2-1,5x +2,25. 2B32)=>1:32=4a+2b+8
Kontrolle: a = 0,25 als Anderung des = a=2,b=8;
y-Wertes vonx =m =3 auf x =4 y=2x*+8x+8
3.15 a)

14s

b) Etwa3,2 s

c) Etwa 1,4 s fiir die ersten 10 Meter;
etwa 0,3 s fiir die letzten 10 Meter
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B B 1B

3.16 a) 25 b) Maximale Wurfhéhe: 20 m
.2 zugehtrige Steigzeit: 2 s;
g Flugzeit insgesamt: 4 s
g 15
£ 40
=
5

t in Sekunden

©) h=20t-5+¢ ... Gleichung der Parabel; die Steigzeit und die maximale Wurfhhe sind die
Koordinaten ihres Scheitels S(m/n):
h=-5(-4t+4—4)=-5(-4t+4)+20=-5-2)>+20 = m=2,n=20.
Daher: Steigzeit 2 s, maximale Wurfhéhe 20 m.

3.17 a) b) Rechnerisch:
- g ,2_ 1 2
Nullstelle von y-H——%~x -45-%-)( =0
= x=+/45-80 =60 m.

Graphisch unmittelbar aus der Abbildung.

y in Meter

o 10 %0 40 40 20 d0 Ho

x in Meter

3.18 a) E(x)=px=-0,01%"+12x = Nachfragefunktion p=-0,01-x +12 oder x =-100-p +1200
b) G(x)=E(x)-K(x)= -0,01-x? + 7x — 600
y

(L
| T
== =
I 4
P i
Lt ; ! ""G(xi)'{»rl
S T TR
i = 1
v s
0 30 300 150 200 250 300 350 400 450 500 550 60O 650 700 750 800y
untere obere
Gewina- ewinn-
grenze grenze

¢) Gewinngrenzen: x; = 100 Mengeneinheiten sowie x; =600 Mengeneinheiten; maximaler
Gewinn: =~ 600 Geldeinheiten (g : 625 Geldeinheiten) bei x = 350 Mengeneinheiten;

d) Zwischen x = 100 Mengeneinheiten und x = 600 Mengeneinheiten iibersteigt der Erlos die
Kosten; dies bedeutet Gewinn.

3.19 a) p=5€:x=2000-20-5=1900 Schalter; p =8 €: x = 1840 Schalter
b) x=2000-20p = p=-0,05x+100; E(x)=px= -0,05-x% + 100-x;
G(x) = E(x) - K(x) = -0,05x* + 94-x — 6000

22
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319 ¢ G(x)=E(x)-K(x)= -0,01x* + 7x — 600
y

ju
610% - e
RTINS - -
i
410t :
30% -t ~
2.10% -
110t b e TYEKGD). -
] I | ! | ! |
+ + + + »
nf 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 m?o 2000 x
untere obere
Gewinn- Gewinn-
grenze grenze

d) Gewinn etwa zwischen x =70 und x = 1810 Schaltern (genau: 67 und 1813)

3.20

T [ a) Gewinngrenzen: 20 Stiick und
R R AT 100 Stiick

b) 60 Stiick, 1600 Geldeinheiten

©) 36 und 85 Stiick

d) 100 Stiick

0 10 20 30140 50 60 70 80I90 100 110 120 130 140 150
36 A 85

untere Stuckzahl obere
Gewinn- for maximalen  Gewinn-
grenze Gewinn grenze

321 a) w=300; h=22;d=38,5;
A(-300/22), B(0/0), D(-150/11)
e=11-8,5=25 = C(-150/2,5)
y=ax’+bx+c; c=0;

I: 22=90000a - 300b

II: 2,5 =22500a — 150b

17 _ R .
w5006~ 0-000378; b= =0,04;
y =0,000378:x* + 0,04-x

= a=

C(0/0), B(150/-2,5), A(-150/19,5)
y=ax’+bx+c;

c=0;

I: 19,5=22500a - 150b

IL;_-2.5 =22500a + 150b

17 11

5055 ~ %:000378; b=-r =-0,733;
y =0,000378-x? - 0,733-x

= a=
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B 1B

322

3.23

3.24

3.26

Annahme eines giinstig liegenden Koordinaten- YA
systems laut Abbildung; 75 2 4
P(15/-5); y =kx? (k statt a, da a die Lange einer —= - -
iitze ist); 5 = k-152 =1 rx
Stiitze ist); -5 =k15* = k= - | 3 j
yo=—L.752=_3. P
Q7.5/yo); Yo= = 4575 i g 300 |

b=2+125=325m;

a2=75+7 = a=1026m; ¢?=75+22=¢c=776m
- o? 2 _ 1 2,

y—yo+E-x —y0+E-x 5

P(30/100) = 100= yo+%-302 = yp=55.

Der Fliissigkeitsspiegel in der Zylinderachse sinkt auf eine Hohe
von 55 mm, also um 100 — 55 = 45 mm ab.

a)y=avi+bv+c; b)y=av’+bv+c;
I: 3,0=30%a+30b+c I: 69=302a+30b+c
I: 4,1 =2a-80>+b-80 +¢c II: 9,0=2-100%+b-100 + ¢
II: 7.0 =2-120>+ 120-b + ¢ IL: 13,5 =2140> + 140b +¢c
= a=0,000561; b=-0,0397; c=3,69; = a=0,00075; b=-0,0678; c=8,25;
y =0,000561-v> — 0,0397-v + 3,69 y =0,00075-v2 — 0,06778-v + 8,25

¢ y=avi+bv+c
I 4,6=30%a+30b+c
II: 54=280>+b80+c
II: 82=2120>+120b+c

= a=0,0006; b=-0,05; ¢ =5,56;
y =0,0006-v* — 0,05-v + 5,56

Seiten (in m): x , 10 — x ; A(x) = x-(10 —x) = -x* + 10 x; dies YA
ist die Gleichung einer sich nach unten 6ffnenden Parabel; der 30 =
Flacheninhalt A(x) ist im Scheitel der Parabel am groften. %
AX) =—x2 + 10x = -(x? - 2-5x + 25 - 25) = 21
= (x2-2:5x+25) +25 = —(x - 5)* + 25;
Scheitel (5/25) = Xmax =5 m. Die beiden Seiten haben
somit die Ldngen 5 m und 10 — Xmax = 5 m, Quadrat mit dem
Flicheninhalt 25 m* !

Kathetenldngen (incm) x , 30 - x ;
A(x) = x-(30 — x) = -x* + 30 x; dies ist die Gleichung einer y
sich nach unten 6ffnenden Parabel; der Flacheninhalt A(x) ist 250 en-

5
10
5

im Scheitel der Parabel am groBten. 2007t
AX) =—x*+30x =-(x*- 2:15:x + 225 - 225) = 1501

= -(x?-2:5x +225) +225 = —(x - 15)* +225; 1001~
Scheitel (15/225) = Xmax =15 cm. 5017

Katheten: 15 cm und 30 — Xmax = 15 cm. Rechtwinklig
gleichschenkliges Dreieck mit dem Flacheninhalt 225 cm?.

>
>
X
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleick

3.27

3.28

a)u2=36 S uy=-6;u=+6

b) x* + x = x-(x+1) = 0; Produkt-Null-Satz = x=0,x+1=0;d. h. x;=0;x =~
c) X2 - 4x = x-(x—4) = 0; Produkt-Null-Satz = x=0,x-4=0;d.h. x,=0;x,=4
d) 3x-(x + 6) = 0; Produkt-Null-Satz = 3x=0,x+6=0;dh. x;=0;x=-6

€) 3x? —6x = 3x-(x — 2) = 0; Produkt-Null-Satz =3x=0,x-2=0,dh. x;=0;x,=2
f) 5t — 10t = 5t-(t — 2) = 0; Produkt-Null-Satz = t;=0;t,=2

g) 3d - d®=d-(3 — d) = 0; Produkt-Null-Satz = d, =0;d,=3

h) 3x% - 12x = 3x-(x — 4) = 0; Produkt-Null-Satz = x;=0;x,=4

i) (x — 4)* = 0; Produkt-Null-Satz x; = x;=4

D@+3’=4 = a+3=2 sowiea+3=-2,dh.aj=-1;a=-5

k) (t- 122 =169 = t—12=13 sowiet—12=-13,dh.t; =25 ;t,=—1
1)(a+4)’=81=> a+4=x9,dh.a=-13;2,=5

m)(2a+4y2=16 = 2a+4=x4,dh.aj=—4;2,=0

n) (4x —5)* =36 =0 oder (4x—5)>=36 =>4x-5=+6,dh. x,=-0,25;x,=2,75
0)(By+37%=64 = 3y+3 =x8,dh y;=-11/3~-3,67,y2=5/3~1,67

p) (8z-64) =144 = 8264 =+12, dh.2=6,5;2,=9,5

x+1=2 = x;=1
X+1=-2=>x=-3

r+3=-1 ER =—%

{8
L_{ 2’ 2

a-1=3 = a; =4
a-1=-3 = aj=-2

3 5
y+l==2=y,=-3

2
L={l;_§}
2’72

a) X’ +2x-3=0 b)a’-2a-8=0 B a?+2a-3=0
X+21x+1-1-3=0 a’-2a+1-1-8=0 4
X+2x+1-4=0 @-2a+1-9=0 al+2a+l-1-2=0
(x+)?=4 (a-17=9 4

L)
@+ =7

L={1;-3} L={4,-2} a+1=% = a.=%
d) 2d*-6a-8=0 €) 4s’—45-8=0 a+l=-2 = a,=-2
2 2
d*-3d-4=0 s?-s-2=0 s
L={1,-2
2 34402 L0 YL U B B {z’ 2}
d 2d+4-4 s 2zs+4 7 2=0
(-3 -2 (s-2)=2 b -6h=5; 1 -2h=3
2 4 2 h?-2h+1-1=3
3.5 1_3
d—5=5=>d,=4 $=3=3 = s, =2 (h-1)2=4
d4-3=-% = 4,=11 s=io3 o= h-1=2 = h,=3
22 2 2 h-1=-2 = h,=-1
L={4;-1} L={2;-1} L={3;-1)
) 4r’+12r=5—5 b) 2y2+4y=% i) 12x*+12x=9
2 P 2 _3
r'+3r= 7 yz+2y=% X +x=7
2423, 9.5 LI, SO DRV )
rf+2 r+4 2 7 y’+2y+l—1=§ x+22x+4 ria
3 2 ° 4 1 2
(r+§) =1 (}’+1)z=z (x+5) =
3 1 3 1 1 1
r+§=1:r,=—5 y“:i: y|=5 x+§=1=>x,=5

1 3
X+-=-1 = x,=-2
2 T2
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Ingenieur — Math ik 2 — Durchgerech Losungen

3.28 j) 5x*+4x-12=0 K) 4y-—8y2+$=0 D 2x? =4x+%
2,4 _12
* +—5-x— 5 yz_l='_5. x?_ox=3
2716
xz+2%.x+215—%=% 2,11 11 & —2xalo1od
N e M R A TS =3
X+—) =— 1 2 _ =2
( 5) "2 (y—z) =1 (x-1) 3
2.3 =S _3 _s
Xto= = X =3 Y—%=1=’Y|=% x—1_5=:,x|_E
2.2 = ' _.3 1
X+T==5 DX, 2 —%:—l=y2=—3 x—l——E =X, =3
6
L={';‘ } 5.3 L={§._l}
5 ={5.3 ;
L {4’ 4} 22

329 ax?+bx+c=0; Diskriminante D = b* —4ac
a)x*—10x +5=0; D =(-100)>-4-1.5 >0 = 2 verschiedene Losungen
b) x*+ 10x =—15; x*+ 10x + 15 =0; D =100>-4-1.(-15) >0 = 2 verschiedene Losungen
<) w+4w=0; D=4*>-4.1.0>0 = 2 verschiedene Losungen
d)3w?+3w+3=0;D=32-433 <0 = keine (reelle) Losung

¢) 3y -10y+2—35 =0;D=(-107- 4~3-§ =0 = eine Losung (Doppellsung)

2
f) —;-y’+§y+£=0; D=[1) —4~%~§<0 = keine (reelle) Losung
g) s*-12s- E—% —l2s-lz 0; D=(-12)*-4-1. —E>0 => 2 verschiedene Losungen

h) Ta 2_15a+10=0; D=(-15)-4 -T»10=0 = eine Lésung (Doppelldsung)
330 a)6-2wP=8-4wh 2w =2 W =1, w =1, wy=-1

b)16x2=64;x2=4x|=2,x;=-2 c)36=49~u2;u2=%;u.=%,uz=—g
24t gl=2ch e 8 g = L0 o9 _ 92
)81 +2¢* =4c% 81 =2 P = 5 o= =2 g =2

331 a) 10~y2 -7y-45=0;a=10,b=-7,c=45;
_ -bafbPdac _ —(-1)xy(-1)>-410(45) _ 744954101800 _ 7443 _ 5 __
2 7 210 = 20 ST N TINTTS
b)32*-11z+6=0;a=3;b=-11;c=6;
. —(—Il)t‘j(—ll)z-ti 36 _ |1¢JB 27,
2= e

6
X’ -5x+6= 0 Nonnalform p--S q=6;

25 24 5.1
———+‘/ q———iw’ -6= t,’———-— J_ =3 E;x|=3;xz=2

d)u’-6u-40= 0 Normalfon'n p= -6 q = -40;

___+ ’ -6Y’ -(-40) 3i,f” =3+ ‘96 31 =347 u,=10;u, =4

- J_ 2_
e)2u2—3u+l=0;a=2;b=—3;c=l; u, —(—m—(z;)i-ﬂ_%"; u=lju, =

z|=3;zz=§

|-

)’ —17s+16=0; Normalform p=-17,q=16;

S.z—-_—”i, 17y _|6__ [239_2__ ’225 171_’ 5 =1655, =1
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleict

3.31

332

3.33

g) x2 - 20x + 100 = 0; Normalform: p =-20, q = 100;

x,2=-'72°+,’( : ) ~100=10; =%, = 10

) 9X3— 24x + 16=0; 2 =9, b=-24, c = 16; x,, = ~2DENC2 4916 _ W A ix=x=1

a) 4x2-2=0;12x*-x=0; x-(12x-1)=0;

Produkt-Null-Satz = x=0 oder 12x-1=0; x;=0; x,= 1i2
B 18(x-27 =2 x-2F = 1ix-2= 1 x=T =3
¢) (x+3)-(x-4) = 0; Produkt-] Null-Satz = x+3 =0 oder x—4=0; x;=-3,x2=4

d) Sx+x2=0; x- Sax =0; Produkt-Null-Satz = x =0 oder J4x=0; x,=0, x2=-§
2 2 2 2

B) (2x—%)~(x+l)=0;Produkt-Null-Satz = 2x- % =0 oder x+1=0; x; = %, x2=-1

£)10x*=—40x—40; X2 +4x+4=(x+2)2=0; x+2=0; x;=%=-2

W w=2, 4 a  a+d _ |
a) T+l-5_—w,w¢5 b) §_I=2.(4_,-);.-¢9 B 4—0+E-a, a%4
Sw-w2+20-4w=4w-8 r a-(4-a)+40-(a+4)=
w?+3w-28=0 =(--|) (4-1) =40a-(4-2)
3 Jg—zs 39a2 ~116a+160=0
Wi ="yt 2=T—13+" a, = 11624/13456-24960
wy =4, wa=-17 _ap_ 2 N T
fr—36 Brer Radikand (Term unter der
r°-15r+36=0 Waurzel) negativ = keine
llen) L6
o = % + ? _36 (reellen) Losungen
l‘|=3,l'z=12
x 9 x . _6t-20 t-4 B
d) i E-O sX#E=3;x#43 e 1 202 t+I_0 t#E-l;t#42
12x -4x% -9.(9-x3)-12x -4x2 =0 (t=2)(t+1)—Bt—10)(t+1)—(t—-4)t-2)=0
x2 =81 t2—t-2-3t2 +7t+10-t> + 6t -8=0
X1=9,%=-9 -3 +12t=0
3t(-t+4)=0
Produkt-Null-Satz = t; =0, t,=4
f) 3, 8 113 lie4l

cH 262 c-l
o5 4 _ 173 (e4S)e-D)Hler]) | 17-3c

e+l el el (c+1)(c-1) c-1
(c+5)c-D+4(c+1)=(17-3c)c+1); c*—c+5c-5+4c+4=17c-3c>+17-3c

4c? —6c-18=0-2¢-3c-9=0; ¢y =3"“3*72 ?

3
;¢ =3, c2=-3
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Ing — Mathematik 2 — Durchgerect Losungen
333 g) y+l6 _3y-2 5y-2 T
S Tsay y#0iy=-l;y=>
(y+16)(5-2y)-2y = By - 2)(y +1)- 2y + (5y - 2)(y + )(5 - 2y)
—4y® —54y? +160y ='6y> +2y? — 4y —10y® +19y% +19y —10
75y2 - 145y -10=0; 15y —29y-2=0; y,, = 2E¥841+120 29831 5\ L
30 30 15
g -0, T
h) 2 +5-(u-1)=0; u=2 3(x 1)+X_3 Faell x#3
4u-8+5-(u-Nu-2)=0 -
u=-8+5-(u-Du-2) ax-n+X2, 1 o
4u-8+5-(u2-3u+2)=0 x-3 x-3
s —11ut220 3(x-1)(x-3)+x—4+1=0
2
_ 112412140 _ 1129 3x*-11x+6=0
T R T) _14121-72 _ 117
u = l; uz =2 ist dagegen keine " 6 6
5 2 . sk .
Losung, da nicht im Definitionsbereich! X1=35 X, = 3ist dagegen keine Losung, da nicht
im Definitionsbereich
- - -(3a-4 3(a+] 2a+l
10x-(4x -5) = azl;az-I
=70x2+2|0-7x~(4x—2)—140x —-(@a-1)Ba-4)-3-(a+l)=—-(a+1)-(2a+1)
x2 -38x+105=0 a?-7a+6=0
xi2 =19£4197 105 =19£16 (a-D@-6)=0
X1=3,% =35 Produkt-Null-Satz =
’ a; =6; a; =1 ist dagegen keine Losung, da
nicht im Definitionsbereich
16 8 2
¢) —-2=—~-1|-(y"-16);y#4;y=—4
) o 2Ty [-(y"-16);y =45y
16-2:(y* -16)=8-(y +9)-(y* -16); y*+8y=0; y-(y+8)=0
Produkt-Null-Satz =y, =0, y,=-8
2x-1 _1-x | 6x-12 2. .
d) % ey x#-3; x#0;x#1
2x-1 x-1  3x-6
rroaiarahie= i LRSS
x-(x=DRx-1)=-(x +3)(x - 1)? +x-(x +3)(3x - 6); 5x>-14x-3=0
_ —(—14)1\/(-14)2 -4-5(=3) _ 14216 . 1
Xe=— 55 T M1TH X=7g
2
o 2 __1 __ ¥yt L0,y=-2; 2
y2-4 y(-2) y2i2y ¥ yE-LiyEH
2 1 (y-2)(y+2) 2 1 y-2 2
= _ = P, =32 |y (y2 -4
Vo Yo yoe) |y yen oy VO

-+ =07 -4)-(y-2); ¥’ -2y =5y+10; y*-(y-2)=5-(y-2)
Y (y-2)-5-(y-2)=0; (y-2)-(¢y*-5)=0

Produkt-Null-Satz: y*-5=0 oder y-2=0; dh.y; =5, y2=—+5;
y3 =2 ist dagegen keine Losung, da nicht im Definitionsbereich
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3 Quadratische Funkti und dratische Gleict

334 9) 2k+7 . 3(k-1 _ 17

e ta |(k 2)(k+2); k#-2;k=+2

—(2k+7)(k—2)+3~(k—1)(k+2)=l7, —(2k? +3k-14)+3-(k +k-2)=17
K2=9; k;=3, k,=-3

4 17 3
) g.(x-—) - 3=075: (2x+ ) [-300

2
: 3y’ 1 2.9
200 x-L] —9=225.{2x+3 5 200- xz—x+—)—9=225 4x® +Zx+ )
2 5 4 5 25
- +1/ 2_4.35. =37+
35x% +37x+2=0; X, = 37£V37 —435:2 37'33; x, =-1, xz——l
2.35 70 35
h) 2w+l_3w —6_3(w+l)_0 Wkl w 41
-1 w+l w2-l ’
2w+1_3w =6 __ 3(w+]) 2w+l 3w -6 3 2w+l_i_3w2—6 0:
wol  wHl (w=D(w+D) O w-l o owsl o ow=l T w=l ow-l o owel
2 2 2
2w-2 =3w —6; 2:(w-1) =3w —6; 2=3w —6; 2w+2=3w?-6; 3wl—2w-8=0
w-l1 w+l w-l1 w+l w4l
(-2 -43(-8) _ 2110 .
wlz=_T=T; w|=2, Wy =——
1
a) (x-a)’=0 b) ( ) B (x—a)~(x—£)=0
x-ay(x-2)=0 a Produkt-Null-Satz =
=x2=a Xx—--==%1 1
2 X1 =2, Xg= —
=341, =211 2
Xi + » X2= 3
d) x*+4mx +4m’=0 e)x+x d2+d
(x+2m)*=0 X+x—(d+d)=0
(x+2m)-(x+2m) =0 2 2
X1 =X2=-2m X1 = —%i’ %+d2+d - —%i’vll+4d4+4d - —%i’ 4d -:4d+l -
Losung auch mit der
Lésungsformel

_ 1 (2cl+l)2 —1+(2d+1) _ _
=% "__ =270 = =d-
h ) 0 ;x=d, x;=-d-1

f) xz—%+l=k~x|~k; kx-x+k=K2x; kx?-(K+1)x+k=0

P02 gk K2k eakP41oak? K3tk 2k2 4l K2y (k2 -D?

2k 2k B 2k B 2k
it (e N _1
"o omTkeTg
ot e 2_ -
g) 3x* - Sax 2% = 0; xp2= —( Sa)tJ( 5;; 43(=2a° ) _Sat 49a Sa:7a X1=28, %= _%

3a)t3ay2
by 2% e+ 2= 05 x1z = (33)11/( 3a) 4222 3m/_ Jata
i) 2x3 +bx +2x=b%+b; 2x* +(b+2)x—(b2+b) o

- -(b+2)h/(b+z)’ -4.2:(-b%-b —(b+2)1w/bz +4b+4+8b%+8b _ —(b+2)tJ9b2+|2b+4 _

a
=a,X2= -
2

22 4 - 4
- —(b+2)t\/(3b+2)1 _ ~(b+2)+(3b+2) , xi=2 xp= bl
4 4 A

29



I jeur — Mathematik 2 — Durchgerech Losung

S oa?eteofus L) ax?—ox-(us Di1=0:
335 j) 4x"+1=2x (u+“), 4x° -2x (u+“)+l 0;

2
l) _4.41 2(u+ ] 4u* 207 +1)
. 2

1 1) 1
2~(u+—]:t 4{u+—) —4-4.1 2{u+—]1 4{u+—
Xip= u u _ u u u _
12 28 16 16
2 (u2_1n2 2 2
QT ’4(u . D7, i+, 27D ) )
_ u u _ u u _ut+lt(u-l), _u _ 1
= = = Pox=5, =
8 8 4u 2 2u
K x-3s=1- 25(‘”) ;x#0; x2-(s+D)-x+25-(s+1)=0;
2 -]
=Bty (35+1) _2s(er ﬁiJs 241 _ 35ty sl dselEsl)
2 2 2 ) 2 2 2
=25, X2 =5s+1
D x~(x-2)=b~(§-1) X -4 xibm0
4+b_ |(4+b)’ 4+b _ [16+8b+b>—16b _ 4+b_ [b2-8b+16
=—=2fl— | ~b=—n-% =—% =
T \l( 4 ] b= 16 4~V 16
4+b . |(b-9)? _4+br(b-4)  _b _ _
el T 2 S xTp a2

2 |+22 1+2a%
3 x#0; x2-22

336 a) x+ =

X I+2a 1+2a I+2a 1+4a +4a 1+2a —4a +4a
2= T
142a° ’(I-Zaz)z 1+2a%2(1- 2a2 1
= tof—— W2a74(1-27) X1=—, X2=2a
2a 4a2 2a 1= a’ 2

b) Z+pa-x=p’+q; pa-x*=(p’+q)-x+p=0
P +thl(p +q)*-4-pq-p _P +qt‘/p +2p’q+q’-4p%q _p +q1\/p -2p%q+q?

xiz= 2pq 2pq 2
_ P4y~ _pPrat(?-q), =P x=1
2:pq 2pq q’ P

¢ x- al"L1+—-0|abx x#0; ab-x?-x- (1b+1)+a=0
ab | bx
_ aZbsl £ y(a?bel)?~daba _ a%b+1:ya%b?+2a%b+1-4-a2b _ a?bel£Va’b?-2a%b41 _
2ab 2.ab B 2ab -
aZb+1+Valb2—2a%b+1 _a’b+|tJ(a2b-|)2 abe@b-n,
2ab 2.ab 2ab 0 gy

4 —+x-a=0}(x+1), x#-1; K¥+x(1-2)=0; x(x+1-2)=0;

Produkt-Null-Satz = x; =0, x,=a- 1
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Glei

336 o) %—fﬁ+l=0|~2x~(x-l), x#0,x#1; 2*—(a—2)x-a=0
a-2 i:\/(a—Z)2 -42(-a) _a-2 tw/az-4a+4+8a _a-2% ‘laz+43+4 _a-2% 1’(34—2)2 _
22 B 4 B 4 B
_ a-2%(a+2)
4
9 ﬁ-;‘_—a_— la(x-1y(x-2), X 2L, x#a; (1-a)x*+(a*~1yx=0
(1-a)x?+(a—-1)-(atl)x=0]:(a—1) fira=1
X+ (a+1)x=0; x:(-x +a+1)=0; Produkt-Null-Satz = x; =0, x;=a+1

Anmerkung: Ist a = 1, so vereinfacht sich die Gleichung zu ﬁ - ﬁ =0; diese Gleichung

Xi2=

FN

a
5 X1=2, Xp2=-1
2 X

wird von allen x # 1 geldst.

® lk_:f ,k"‘ [k-x)Q-kx), x =k, x= -

k
&2 - 1)x*=Kk*-1|(k* - 1), mdglich, da k* # 1 vorausgesetzt = x*=1,dh.x;=1,x2=-1
h) 3-%:4 x+m |(x+m) m-x), x#m,x#-m; x> +4mx-3m?=0,

x,2=—2mtxl4m +3m? =2m+my7; x|=m~(~/——2),xz=-m~(ﬁ+2)

i) _1_2m+n_2m-n , x#0; man kann abkiirzend a = 2m+n  orzen (substituieren) und
X 2m-n  2m+n 2m-n

erhélt dann: x—%:a—-% |-ax; ax’-@-1)x-a=0

al -1t @ -?—4a(-a) _al-1+ya’—2a2+1+da? _al-lxya'+2a%41 _

Xi2 = 2a 2a 2a
- az—lt\'(azﬂ)z _ az—lt(a2+l) Cxi=a= 2m+n %o = _r_ _2m-n
2a 2a > A 2m-n’ 2 a  2m+n
337 a) s=v~t+%~t2|~2 b)M=%-x~(l—x)|~2]
2s=2vt+ath at’+2vt-25=0 2M =plx-px% px’-plx+2M1=0
b= -2vi \/4v2 -4-a(-2s) _-2vi ~/4v1+8~a‘s _ X, = -p~l:t\] pzl2 -4p2MI _
Lo 2a - 2a B Y
_ —2vi2 vi+2as _ovt Vvi+2as _ -l m
2a a —Zp
R R 1 _—R'Ci«/Rz«Cz—4~L»C
©) k+— l+———0 A,z——z—‘: 2 LcC 2 L.C
338 a) 2x+3-Vx=14, D=[0,0 b) 2-Vx =8+x, D=[0,0]
3.4/x =14-2x | quadrieren 4x = 64+16x +x*
Ox =196-56x +4x?; 4x*—-65x+196=0 x?+12x+64=0
_ 65:/4225-3136 _ 65¢33 X, =—6%+/36-64 =—6+/-28
? 8 8 keine (reelle) Losung: L = {}
x| =4; Probe' 24+ 3~\/_=14 stimmt!
3 Pri24+43 — —14 stimmt nicht!

= {4}
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338 ¢ 2./x+5=x+3, D=[-5a d) x=6++x, D=[0,0]
4-(x+5)=x7 +6x+9 x—6=+x
x2+2x-11=0 x*-12x+36=x; x2-13x+36=0
Xp =1t T+11=-1£2.43 X =6,5£/42,25-36 =6,5%2,5
x1=-1+2.4/3 =2,464; x1=9; Probe: 9 =6+ /9, stimmt!
Probe: 2-y—142-43 45 =-142.43+3 stinmt!  X2=4; Pr.:4=6+ /4, stimmt nicht!
x2=-1-2-43 =—4,464; L={9}
Pr:2-4-1-2-43+5=-1-2-43+3 stimmt
nicht! L={-142-/3 } = {2,464}
e) 2x-7=+x+4, D=[-4,0[ D 2x+7=Vx+4, D=[-4,0]
4x? 28X +49 = x+ 4: 4x —29% +45=0 4x? +28x +49 =x+4;4x* +27x +45=0
_29+/B41-720 _29¢11 x,, = 2 ENT29-720 *’;29‘72" - ‘278*3
nET g
T . X =-3;
=5 +2.5-7= 1
X :.;Pm"e'js ! 95+4’s“‘“'“" Probe: 2:(-3) + 7 = Y=3+4, stimmt!
9. 0.2 9= |2 : icht! 15
X2 4,17'1-..24 7 4+4,stlmmtm<:ht. X2=—7;
L={5}
Pr.: 2~(—E) +7= J—E+4 , stimmt
4 4
nicht! L={-3}

® V2x—5+3=+5x+1, D=[25;%] B 14 Voxtl=Vixt4, D=[_%,w[
2X-5+6-42x-5+9="5x+1

o 1+2-0x+1+9x +1=11x+4
6-V2x—5=3x-3; 2-42x-5=x-1 +2:49x+1+9x+ X

2 Vox+1=x+1; 9x+1=x>+2x+1
4.2x-5)=x*-2x+1

x?=7x=0; x-(x=7)=0

x?-10x+21=0

Produkt-Null-Satz = x;=0,x,=7
X =52425-21=5+2 Probe: 1++/9-0+1=+/11-0+4, stimmt!
x1=7; ¥2-7-5+3=+5-7+1, stimmt! 1449741 =411.7+4, stimmt!
X2=3; V2:3-543=4/53+1, stimmt! L={0,7}
L=1{3,7}

i) J2-x—D)+B3x+1=2; D=[l,[ D 2x=x+3=42x-2; D=[1,0[
Y2 (x=1) =2-4x+1 4x—4-fx-(x+3) +x+3=2x-2
2x-2=4-4-3x+1+3x +1 4 \[x-(x+3) =3x+5
4-Bx+1=x+7 16-(x? +3x) = 9x* +30x +25
16-(3x+1)=x? +14x+49; x* -34x+33=0 7x? +18x-25=0
Xn =3;7t«/m=17t16 xu=—lst~/1342uW=—18Mﬂz
x1 =33
Pr.: m+m=2,stimmtnicht! xi=1;Pr: 21-1+3=421-2,
x2=1; Pr.: mdﬁ =2, stimmt! stimmt! xz=-$ scheidet als Losung aus,
L={1} danichtinD; L={1}
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleict

338 k)

339 a)

b)

©)

2+ k3 =4262; Dellel D xaSelk-mad; D09

4x+4-x- 3=2x-2
X+4-x-(xX+3) +x+ X 2~\/F+«/;=2~W
4 ";(“3):'31"'5 4.(x+5)+4-f(K+5) X +x =4-(3x +4)
16-(x? +3x) =92 +30x +25
(" +3x) =9x" +30x + 4 Jx+5) x=Tx—4

7x> +18x-25=0 16.(x" 4 5x) = 495 ~56x416
-(x* +5x)=49x° —-56x +
—18+4/324+700 -18+32

Xy = = 33%* ~136x+16 =0
x=1; x =136i‘\“3496—2“2 =|361128
Probe: 2-v1++41+3 =+2-1-2, stimmt 1 66 66

x1=4;
Probe: 4+5+%~\/Z=«/3-4+4,stimmt!

. [1 LI f A
Pr.: 33+5+2 J; 3 33+4

stimmt nicht! L={4}

nicht! x, = —% scheidet als Lésung aus, da

nicht inD; L={}

2.Yx 45 -2x+1 =x—3; D=[%,w[

4.(x+5)=4- X @x=3) + 2x +1=4x—3; —2x+22 = 4-JZx + )(@x=3)
—x+11=2-4/8x? —2x-3; x? -22x+121=8x? -2x-3; 7x?+20x-124=0

x, = 2% 2:):+47|2 -zo:44~/’ -10+32J' -3016; x, =10 zz«/'_ 5873
Pr.: 2,/)(,_—\/2)(,—1—‘/m stimmt; x:——— keine Losung, da nicht in D; L ={3,016}
g. T xr =T D=[5,«,[

3. =6.Vx—1-2-x+4 ; 9~3x2_7=36~(x—1)—24‘\/m+4~(x+4)

%-(Bx—7)=40x—20—24~1/(x—l)(x+4 5 27x—63=80x-40-48-x’ +3x -4
48-4/x? +3x -4 =53x+23; 2304-(x? +3x —4) = 2809x? +2438x + 529

2_ o of
505x% —4474% + 9745 = 0; xp= 4474 £ V44747 -4.505-9745 _ 4474 + 576

1010 1010
= 5; Probe stimmt; x; = @ =3,859; Probe stimmt; L = {5; 3,859 }

2x+1 +1’x+——1’3x+E [—— oo[
24142 ,(2x+1)~(x+%)+x %=3x+£
3x+ +2 1/(2)(+1) x+ 3x+—— 1’(2x+1) x+

-6 tq'36_4'2'i_27 2; -
2x’+6x+—=16; 2x2+6x——=0; Xy = 2) _-6x12
2 2 22 4

x| = % ; Probe stimmt; x, =—4 scheidet als Losung aus, da nichtin D; L = { %} .
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B =) 323

339 &) JxrS+Vx-2=vx+d+¥x=7; D=[1,]
X+5+2:J(x+5) - (x=2) +x-2=x+14+2. Jx+14)-(x-T) +x -7
Vx2+3x-10-2=x% +7x - 98
X2 +3x-10-2-2.Vx? +3x—10 + 4 =x% + 7x - 98
Vx243x-10=23-x; x2+3x-10=529-46x+x?; 49x=539; x =11
die Wurzelgleichung fiihrt hier auf eine lineare Gleichung; Probe stimmt: L= { 11 }

B) Jx—4+7’%=«/x+4 D=[4,00[
X
Jx—4) x+4) +x+1=x+4; x2-16=3; x-16=9; x>=25
X1 =5; Probe stimmt; x; = -5 scheidet als Losung aus, danichtinD; L={5}

X

3 = =
D s \ma =0 D=lzel

3_’X.L=_". —36=x2+5x; xi- =
vl e s 18x-36=x"+5x; x“-13x+36=0

X1 =6,5%,[42,25-36 =6,5+2,5

X; =4, Probe stimm t; x, =9, Probe stimmt; L = {4, 9}

1 1 [x+3 _ _

® Lmis 0 Deloel
A__fx3. 16 _x43, =x? s oxE- =
T V<’ s 16x=x"+6x+9; x“-10x+9=0

Xp=5t425-9=5+4

X1 = 1, Probe stimmt; x, =9, Probe stimmt; L = {1, 9}

h) z—Jl—xm = % -A/x +4 ; Definitionsbereich: x > -4 (Term unter der Wurzel nicht negativ);

ebenfalls darf der Nenner nicht null sein: 2 - 3-4/Xx+4 £ 0 = x# - % (zusitzlich zu x > -4)

4=(2-3.x¥8)Vx+4; 4=2.Jx74-3-(x+4); x+16=2.Vx+4
9x2 +96x +256 =4-(x +4); 9x2+96x+256=4x+16; 9x*+92x+240=0
= -92£1922-4.9240 _ 92176

2= 18 - 18
Diskriminante —176 ist negativ, daher keine (reelle) Losung; L = {}

oo % -/x-1; Definitionsbereich: x > 1 (Term unter der Wurzel nicht negativ); ebenfalls
Jx-1-

darf der Nenner nicht null sein: 2-vx-1-1#0 = x# % (zusitzlichzux 2 1)
6= VxT-1)}Vx-1; 6=2-(x=1)-vx-1; VX-T1=2x~8; x-1=4x?-32x+64
_ 3333324465 4, 2337

8 » 2Ty
x; =5, Probe stimmt; x; = %, Probe stimmt nicht; L = {5}

4x2-33x+65=0; X,
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleich

340 a) Vx+ta+la—x=3-4a; x+a+2- (x+a)(4a—x)+4a—x=9a .[(x+a)(4a—x)=2a
3ax —x2 +4a? =4a?; x-(3a-x)=0
Produkt — Null — Satz = x; =0, Probe stimmt; x, = 3a, Probe stimmt; L = {0, 3a}
b) Vax—t+v2x =2:t; VAx—t=2-4t-42x; 4x—t=4t-4.42:t-x +2x
4.2t x =5t-2x; 16-2-t-x=25t* =20t-x+4x?; 4x?-52-t-x+25t>=0
_ 520£427042—400¢7 X, = 52048t
B 8 > T
t R 25t . . t
x|=E,Probesummt;x;=T,Probe stimmt nicht; L={§}
) Jx+m=43m-Vm-x; x+m=3m-2-\3m-(m-x)+m-x;
2-43m? -3m-x =3m-2x; 4-Gm-*-3m-x)=9m?-12m-x+4x?; 4x*=3m’

x,=@m; Probe stimmt; x2=—gm; Probe stimmt; ={£m, J— }
341 a) x‘-5x1+4=0;u=x2 b) x—3x -4=0; u=x
w-5u+4=0 w-3u-4=0

’ ’251 5.3 u; =—1 =>x;2 nicht reell
uu-—:t ; 6 =3%3 W=4 = x3=42; x4=-2
L={+2;-2
w=1=x= +1.Xz——1 { }
Ww=4 = x3=+2; x4=-2
L={+1;-1;+2;-2)
d) 8x*-9+1=0; u=x

¢ x'+5x%+4=0; u=x w-u+1=0
w+3u+4=0 I R
u=-1, u=-4 Y=g =3z
) wn=1=x=1
keine reelle Losung 2 1
L= H l}
2
e 4x'-x’=4a’.x*-a’ f al-x'-x?+a’-x’=l
4x* —(1+4a%)-x* +a? =0; z=x a?-x* +x%(a’-1)-1=0; u=x?
422 —(1+4a%)-z+a%=0 a?.ul+@-1)-u-1=0
2
vaa? (10422 4422 a2ty ) e’
- 24 - 2:a?
_ 1+42® £ 1482 +162% 1622 _ a?-1+va% 420241
8 YO
1140 £ (1422} 1040 £ (1-4a2) . 2 Y
= = a“-1t (a +1) 2 2
8 8 _ _a —lt(a +1)
=1 =1, ==l - 2a? T 222
=7 2 Xi=3; X =-3 | |
zy=a’ = x3=2a; x4=-a WEgE PN =Ty
u, =-1 = keine reelle Losun;
L={%;—%;a;—a} 2 e

i
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3.42

3.43

3.45

a)

<)

a)

d

~

g

b))

a)

©)
e)

=

a)
)
€)

g

X-xl-2x=x(x2-x-2)=0 b) X’ + X2+ 2x = x-(+x+2)=0
Produkt — Null — Satz: x=0; x>~x—-2=0 Produkt — Null — Satz: x=0; x>+x+2=0

=0: xou =t ’1 =Ly 01,3 =0: xou=—t ’l_ =1 {_l~
x,—O,xn-zi 4+2_2i\/:_2i2 X1 =0; Xp3= 21 " 2-2t 4smd
x2=2; x3=-1; L={0;2;-1} keine (reellen) Losungen; L = {0}

6x> +2x*=3ax’+ax; 6x°+ (2x - 3a)~xz -ax= x~[6xz +(2x-3a)x-a]=0

Produkt —-Null — Satz: x =0; 6x + (2x-3a)x—-a=0; x,=0

_ -2+3a+4-120+92+24 _ -2+3a £ 4+12249a% o o 2438 E(2430)

X23 12 12 » 12

x2=—§; x3=%; L={0;—%;%}

x2-5x+6=0 b) x24+5x-6=0 ©) x2-x-6=0

X +X3=5; X;'X,=6 X;+Xy ==5; X)X, =6 X +X,=1;  X;X;=-6
L={2;3} L={1;-6} L={3;-2}
x}+x-6=0 €) g2_10g+21=0 D y>+9y+14=0
Xp+X==1; XX, =-6 g +8,=10; g,-g, =21 Vi+y2=-9; ¥1-y, =14
L={2;-3} L={3;7} L={-2;-7}
u’-7u-8=0 h) x2+10x+24=0 D x2+x-72=0
u+u,=7; uru,=-8 X +X, ==10; x,-x, =24 X+ Xy =—1; X;-X, =-T72
L={5;-1) L={-4;-6) L~(5-9)

¢ +2c+1=0 K) x?+13x-30=0 D b2-6b+5=0

¢ +c, =-2; ¢-c, =1 X +X; =-13; X,-X, ==30 b +b,=6; b,-b, =5
L={-1} L={2;-15} L={1;5}

X —4x+3=0; x,=2+4-3=2¢%] b)w—3u—4=0; u, =2+ [0,4-3.5

x1=3; x2=1 » 2T Yy 272

X—4x+3=X-X)E-X)=(x=3)x—-1) Ww=4u=-1
w-3x-4=u-u)u-u)=u-4)@u+1)

X2+ Tx+12= (X +3)(x +4) d) s’ +4s=s(s+4)
5
2!2—5t+2=2‘(12—3t+1) f) 20— 8r+6=2.(r2—4r+3)
2
25 1 r*-4r+3=0; =3; 1, =1
T =St+1=0; t,=2; t, =—
2 ! L) 2r2—4r+6=2-(r—r.)‘(r—rz)=2~(r—3)~(r—1)

20 - 5t+2=2(t—t))-(t—tp) = (t—2)-(2t— 1)
2_ —4 (224l _ —6.[12-341
42 -9k +2 4(k 4k+2) h) 62 - 5t + 1 6(t 6t+6)
2 9yl 0k =2k, =1 CONE UM I YRR O |
k 4k+2 0; k, =2; k, r t 6t+6 O,t,—z,tz 3
47— 9k +2 = 4-(k— ky)-(k— ko) = (k= 2)-(4k—1) 6= 5t+1=2-(t—1;)-3(t—tp) =
=@t-1)Gt-1)
(x-4)(x-7)=x-11x+28=0  b) (x+1)-(x-2)=x-x-2=0
x3)(x3)=x>-6x+9=0  d) (x-0)-(x-3)=x*-3x=0

(x+2)(x-2)=x*-4=0 D [x-(1+42)}x - (1-V2)] = [x = 1-42)}[x - 1+42)) =
= (-1 -2=x*-2x-1=0
(x-a)(x—~(a+b)= a _ 7a _
= x’-(2a+b)x +a’+ab=0 B (X+E)-(x—4a)—x2-7~x—232—0
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleict

346 a) q=x;x=-3x=-15 = x,=5 b) p=-(x; +x2) =-(x1-23)=-20 = x,=43
p=-(x1+x)=-(-3+5)=-2 q = X)X =43-(-23) =- 989
€) p=-(xi+x)=-(-7+x)=15 = x,=-8 d)q=xix2=x;(-8) = 56 = x,=-7
q=xy%=-7-(-8) =56 p=-x1+x2)=~(-7+-8)=15

2
3.47 XT +4x +m=0; die Anzahl der Losungen hiingt von der Diskriminante D = b” — 4ac (Term unter

der Wurzel in der Losungsformel) ab. D =42 —4. % ‘m=16-2m

a) Nur eine Lésung, wennD=0 = m=8 b) Zwei Losungen, wenn D >0 = m <8
¢) Keine (reelle) Losung, wenn D <0 = m> 8

3.48 4x?+8k-x +9=0; die Anzahl der Losungen hingt von der Diskriminante D = b? — 4ac (Term unter
der Wurzel in der Losungsformel) ab. D = (8k)? - 4-4-9 = 64k” - 144

a) Nur eine Losung, wenn D = 64k? — 144 = 0, k2= “: Z=>k|=%,kz=-%

b)Zwe1].ﬁsungen,wennD=64k2—144>0, kz> 7 = k>% oder k<-%

¢) Keine (reelle) Losung, wenn D <0, k* < % =>k< % und zugleich k> - % , kurz: - % <k< %

349 X2+ (k 2)x =2k -9 oder x? + (k-2)-x +9 - 2k = 0; Doppellosung, wenn die Diskriminante
D = b% — 4ac (Term unter der Wurzel in der Lésungsformel) = 0 ist.

D=(k-2)*-4-1:(9-2k)=k? +4k-32 =0 = k; =4,k =-8

350 a) I xy+2x=5 b) L x*+3xy=28
I x-y =2 I 2x+y =8
Il = y=x-2 inleinsetzen: Il = y=8-2x inIeinsetzen:
x-(x~2)+2x=5 x? +3x-(8-2x)=28; 5x?-24x+28=0
2.
X' =5 _ 244424560 _ 2444
X =V5; y1=x,-2=-2+45; B T
Xy==5; y,==2-45 X =2;y =8-2x,=4
Lésungspaare: x,=28; y, =24
(2,236; 0,236), (-2,236; -4,236) Losungspaare: (2; 4), (2,8; 2,4)
¢ Lx2+y =13 d) Lx+y=5
ILx+2y =10 n-l-l:l
II = x=10-2y inI einsetzen: x y 6
5y —40y+87=0 I = x=5-y inII einsetzen:
_ 401,/402_4.5.37 40 +-140 1: SIy -% —%, auf gleichen Nenner
- 1 BT

bringen und vereinfachen

Y +Ty-30=0; y,=3,y,=-10
X1=5-y1=2,x2=5-y,=15
Losungspaare: (2; 3), (15; -10)

Keine (reelle) Losung!

e)1x+y2—5

l:yz S X, mIIemsetzen x? —(S-x) 3; 2x =8; X —4
=2, y?=5-xl=Lyi=L,y2=-1; x=-2,y7=5-x"=1,y3=1,y4=-1
Lbsungspaa:e (2 1),25-1), (-2, 1), (-2;-1)
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1) -5 1B

350 ) L 2+y? =11
I xy =3 II = y=%, in I einsetzen: 2x2+iz=ll; 2% —11x%2+9=0
X
Substitution: u=x% 2u’-1lu+9=0 = u,=%; u, =1
9 3 3 342
J_ 22243 y,___ 7, "=='\/;=‘_=‘E"5; y1=_TJ'=_,/5
,=~/-=I,y,=3, xz=—-\ﬁ=—l;y,=—3
Losungspaare: (%ﬁ ﬁ] s (—%'ﬁ; -ﬁ) ,(1;3),(-1;-3)
g I x2+4y2 =2a%
2 4
I 2xy=a% 11 = y=;—x, in 1 einsetzen: x2+a—2=2a2; x*-2alx+a'=0;

Substitution: u=x% w*-2a%u+a'=0 = u,=a’ +ya* -a* =2’ (Doppelldsung)

2 2
2 a’ a a
X1 = 'a =a; y|= —== Xz——«' =-a;y;= _=——-
’ 2x, 2’ 2x, 27

(a.2) (—g.-2
Lésungspaare: (a,z), ( a; 2)

I: (x-1)2+(y+1)2 =5
IL: (x+1)? + (y-2)* =10

I x*2x+] +y*+2y+1=5
Lx*+2x+1+y?—4y+4=10; 1I-1 = 4x — 6y = 2; daraus y=$; etwa in I

h

~

z— -
einsetzen: x2+¥|——2x M—S 13x2-10x-32=0
P B __E. _2x2—|__g, [_-E)
X =2; === X=-5 ¥, == —=-3; Losungspaare: (2; 1), i3

2 2
3.51 a Seite des gleichseitigen Dreiecks; A = a—l‘- . «ﬁ; 82= aT 3;al= 372_;8, a=13,76 cm

3.52 a,b Katheten, a= 5k, b=12k; a’ +b*=25k? + 144k? = 26% k*=4; k =2 (-2 nicht sinnvoll);
a=52=10cm;b=122=24 cm

353 A=84,010"m?=84,0cm? b,c Seiten des Dreiecks; a=x-1,b=x,c=x+1;

. _a+b+c 3x 3x (x x(x_
A=,s-(s—a)s-b)s—c); s=—— 3 ; 84= ) (2+1) 2 (2 1)
_3xz x? . _3x‘ 3x2, _ 2. 2,2 -
7056-7{7-1), 7056—I—6——T, u=x"; 3u”-12u-112896 =0
NI 3. . .
=121 144+4-3.112896 =12:tllé4; w =196 =% = 196 =14 u, ist negativ;

6 6
Dreiecksseiten:a=x,-1= 13cm,b=x;=14cm,c=x,+1= 15cm

3.54 c:x=x:(c-x); xz=c~(c—x); x24c-x-c?=0 — e —eef———§
_ 3 _ X »a C-X ,:
X1z =—%; X, = c+c‘/_ (x, ist negativ); 2L = 5 I50618, « c >

Die grofiere Lange x betrégt rund 62% der Gesamtldnge c.
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleict

3.55 Rechteckseiten: x, y; P(x/y) liegt auf der Geraden mit der Gleichung y =k-x +d durch A und B:
k =—i, d=4; somit: y=—§~x+4; Fldcheninhalt: x-y = x~(—§~x+4)=§; 41— 12x+5=0;
= _i =2 =1y =4 =10 1/10
= ,y,- ‘X +4= :>P(2/) X2= 2, Y2 3x2+4 3 :P,(2/3).
Ein Rechteck mit der Fliche 3 besitzt die Seiten % und % oder auch % und ?

Flache in Abhangigkeit von x: A(x) = x- (—% X+ 4) fur welches x ist A(x) am grofiten? Die

Funktion A(x) ist eine quadratische Funktion, ihr Graph also eine Parabel; diese 6ffnet sich nach
unten. Daher ist A(x) maximal im Scheitel der Parabel. Die x-Koordinate xs des Scheitels liegt
genau in der Mitte zwischen den Nullstellen von A(x): A(x) = 0; Produkt — Null - Satz: x; =0,

Xz = 3 (was auch unmittelbar aus Abb. 3.19 ersichtlich ist). xs = 1,5; yg = —;- Xg+4 =2,
Das flachengréfite Rechteck hat somit die Seiten 1,5 und 2; Apax=1,5-2 =3.

2x 5- 2x

3.56 Rechteckseiten: x,y;2x+2y=5 = y- Xy =x-

=15 2¢-5x+3=0 =

x=1y= 5= ;X' —%, X2 = %, Y2 —ﬂ 1; es ldsst sich also ein Rechteck mit der Flache
1,5 m? bilden; seine Seitenlidngen sind 1 m und 1,5 m.

Fliche in Abhidngigkeit von x: A(x) = x- 5= 2x

; fiir welches x ist A(x) am gréfiten? Die Funktion

A(x) ist eine quadratische Funktion, ihr Graph also eine Parabel; diese 6ffnet sich nach unten.
Daher ist A(x) maximal im Scheitel der Parabel. Die x-Koordinate xs des Scheitels liegt genau in

der Mitte zwischen den Nullstellen von A(x): A(x) = 0; Produkt — Null — Satz: x; =0, x, = % .

% £l 1,25 m. Das flachengréfite Rechteck ist ein Quadrat mit der

Seite 1,25 m. Seine Flache betrigt 1,25z 2x 1,56 m%.

Xs = =1,25m; yg =

5-2x5 _
2

3.57 x Quadratseite; Fliche alt: x%; Fliche neu: (x+2)-(x+5); 1,8-x? = (x+2)-(x+5); 4x - 35x =50 = 0;
x1 = 10; x; ist negativ. Das Rechteck hat die Seiten 12 cm und 15 cm.

3.58 x kiirzere Rechteckseite, y lén, gere Seite; x*+y*=2500;x+5=y-5 = y=x+10;
X2+ x2 +20x + 100 = 2500; x> + 10x — 1200 = 0; x; = 30; X2 ist negativ. Die Seiten haben daher
die Langen 30 cm und 40 cm.
2
3.59 Rechteckseiten: x,y; xy=24; x:y=8:5 = y= —S—X 3 Xy= SL =24 = x,=6,1968 ~ 6,20;

Xz ist negativ; y, = =3,8730 ~ 3,87. Die Seiten sind daher ca. 6,20 cm und 3,87 cm lang.

Zu3.60

3.60 %_275 f=e-3; °'(°2")=275; e*—3-550=0

e,=15% ,/2,25+ 550=1,5+235; e, =25cm (e, negativ); f =e, —3=22cm
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3.61

3.63

3.64

3.67

Siehe Abbildung.

A,=p—'h;A2 ﬂ; P—h.ﬂ=1:5; seh_ qh:q 5p; p+q=p+5p=20; 6p=20
2 2 2 2 2

=>p=2—6°;q=% h? =p-q (Hohensatz); h=./p- -Jm-ﬂ-lo‘l_cmz75cm

h=r+3; O=2nr(r +h)=2nr(r +r+3) =378m; 2 +3r-189=0; r;=9cm (r2 ist negativ);
h=12cm

Das Dreieck ABM ist rechtwmkellg AB=x; H
AM=1-x; X} +x° =(r- x) 2%2 = (r-x)5 \/E'x=r—x;

x=%_ﬁ.%_ﬂ‘2’-_l‘)_p(ﬁ—1)zs,0cm

R iiul!erer Radius, r innerer Radius; R=r+0,2;
V=R -r) m=tTR R -0) 2880 R -r)=245; A

(r+0,2)3 —r*=0,7451; r* +0,6r% +0,12r + 0,008 - r* = 0,7451;
0,62 +0,12r— 0,7371 =90

—VY, £ 3 = 2,
N, = 012+ 40I02l44+1 7690 _ 0‘121121’3354 ; 11 =1,013 dm (r negativ); R =1,213 dm;
Auflendurchmesser: 2R = 2,4257 cm =~ 24,3 cm

Kegelstumpfvolumen V= "T (R2 +R.r+ rz);
=151=15000 cm®;, h=3dm=30cm; R=15cm;

15000 = 225 (225 + 150+ £°); 15220 = 2250+ 150r + 101

r?+15r— 252,4648; n,=-75% 1/56,25 +252,4648 =-7,5+17,5703.
r =10,0703 cm (r; ist negativ); Durchmesser d = 2r; ~ 20,1 cm

Vg =m-R?-h=mn-142-40 = 7840

-h
Viegstumpt = "—~(R2 +Ror+r?)

401|: (1

39207 = 424145 +12)

294=196+l4r+r ; r2+14r-98=0
n, =-7+449+98 =-7+12,1244; 1, =5,1244 =~5,1 cm (r; negativ);

Agussen = 100 - 120 = 12000 cm?; Apahmen = 4000 cm? ;

Ainnen = (120 = 2x) - (100 — 2x) = 12000 — 440x + 4x>;

ARahmen = Agussen — Ainnen = 4000 = 12000 — (12000 — 440x + 4x%); x* - 110x + 1000 = 0;
X, =55+4/55% 1000 =55+45; x; =10 cm (x2 =100 sachlich nicht sinnvoll);

Agussen = 12000 ¢m?; Ajnnen = 8000 cm?; Agghmen = 4000 cm?
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleick

3.68

3.69

3.70

37

3.72

Elektriker A braucht allein x Tage, Elektriker B braucht allein x + 10 Tage; A schafft pro Tag
daher den Anteil L < B schafft den Anteil L der Arbeit. Zusammen schaffen sie pro Tag
% +— der Arbeit, in 12 Tagen die gesamte Arbeit: — + +0 =1.
12~(x+10)+12x=x~(x+10); x?-14x-120=0; X =T% 72 4+120=7%13

=20 Tage (x: ist negativ). A braucht allein 20 Tage, B allein 30 Tage.

Die zweite Pumpe braucht allein x Stunden, die erste Pumpe allein x - 6 Stunden fur die Auspump-
arbeit. Allein schafft daher die zweite Pumpe in einer Stunde den Anteil — der Arbeit, die erste

Pumpe den Antell — Zusammen schaffen sie in einer Stunde den Anteil % + L6 der Arbeit, in

4 Stunden die gesamte Arbeit: 4- ( +L6J =1.

4x+4-(x=6)=x-(x-6); X2-14x+24=0; X, =T+7>~24 =7£5; x, =12 Tage. %, =2
als Zeit der zweiten Pumpe ist nicht moglich, da sonst x; — 6 = - 4 die Zeit der ersten Pumpe wire.
Allein braucht daher die erste Pumpe 6 Stunden, die zweite Pumpe 12 Stunden zum Auspumpen.

x mittlere Geschwindigkeit in km/h zum Zielort, x + 15 jene auf der Riickfahrt.
Fahrzeit zum Zielort + Fahrzeit auf der Riickfahrt = 15,5 Stunden, also
%+ﬂ-155 680 (x +15)+680x =15,5% - (x +15) ;

[ 2
31x? —2255% 20400 = 0 x,, = 2255+ 22522+4 3120400 _ 2255+ 267259,4610 )
Mittlere Geschwindigkeit zum Zielort: x; = 80,878 ~ 81 km (x; ist negativ).

x Geschwindigkeit in km/h vorher, x + 9 Geschwindigkeit nachher.
Fahrzeit vorher — 0,25 Stunden = Fahrzeit nachher:

35 _025=25 . 45.(x +9)=0,25x - (x +9) = 45x ;
X X+9

2 . -
X 491620 =03 xpp = 2EVE I 9B, 36 m Durchschnitisgeschwindigkeit
vorher, 45 km /h nachher (x; ist negativ).

x Geschwindigkeit in km/h, x + 2 die hohere Geschwindigkeit.

Fahrzeit — 1 Stunde = Fahrzeit mit der hoheren Geschwindigkeit: % 1= “fz :
40-(x+2)—-x-(x+2)=40x; x2+2x-80=0; X1z =-1%41+80 =-1+9; x, =8 km/h war die
Bootsgeschwindigkeit (x; ist negativ).

1 = @ = rmo
Bogenlinge b 180° =

=2,698°

_ 300180°
6370

a) cos=—L = OM = 6371,767 km
2 oM _
Hohe x = OM - r = 1,766 ~ 2 km

b) cosa:O;M = OM =6377,071 km; Hohe x = OM-r=7,071 ~7 km
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=)

3.74

3.75

3.76

3.77

3.79

Gesamtwiderstand R, Einzelwiderstﬁnde R;und Ry;
1 1 1 1 1

Lol Lol LR V(R +120)=63-(R +120)+63R,; R,2—6R, —7560 =

R R, R,’ 63 R, R +|20

(Ry)y; =3++/9+7560 =3£87; R, =90Q (die zweite Losung fiir R, ist negativ);

R, =90+ 120=210 Q. Die beiden Widerstande haben die Werte 90 Q und 210 Q
Widersténde R und R;; Relhenschaltung -1 = R;+R,=180; R,=180-Ry;

1 180 1 1 1
=4, t—=— —F——=—
5 R, 45° R, 180-R;, 40

Parallelschaltung: 180

_+___

R; R,
11
180-x  40°
40.(180 - x) +40-x =x (180 —R)); x* - 180-x + 7200 = 0; X, =90 +4/8100-7200 =90+ 30;
X1 = 60; x, = 120. Es gibt zwei Losungen fiir Ry: 60 Q und 120 Q.
Die Losungen fiir R; lauten: 180 — R, also 180 - 60 = 120 Q sowie 180 — 120 =60 Q.
Somit haben die beiden Widerstinde die Werte 60 Q bzw. 120 Q.

U-—+RI R=178-10" 420 ‘5°°

cinfachheitshalber setzen wir x fiir Ry: 1 +

2 _230% ./230’ 41,869-1500 _ 230+ 204,171 _
1,869:1° - 230-1 +1500=0; I,, 21869 =7
1, =6,910 = 6,9 A als sinnvolle Stromstérke. Als zweite Losung ergibt sich Il ~ 116 A.
Diese Lésung ist aber aus elektrotechnischen Griinden hliefen. Die hohe Stromstirke
wiirde zu einer unzulassig groen Uberlastung von Motor und Leitung fiihren. Sie hitte eine
Abschaltung durch die vorgeschriebenen Uberstromschutzorgane zur Folge.
1 1

0;

L1, 1 R(R4R,)=R,(R+R,)+R,R; R,2+R,-R-R?=0;
R, R R+ R
2
(Rx),2=—3t RT+R2 =—%¢§J§ iR, =%~(J§ ~1)~0,62R (die zweite Losung ist negativ)

x Brunnentiefe; x = %-g -2 (t Fallzeit des Steines), t= \/z = \/z 5

X = 340-t (t Zeit des Schalls), t=——; Fallzeit des Steines + Zeit des Schalls = 4, also
x _.5__L.1_ _ﬂ_x_xz. - -o0;

\/;+m =4, \/;_ 4 30 5 16 307" 408 x? —~25840x +1849600 = 0;

X, =12920+ 112920 —1849600 =12920+12848,2; x, ~72 m (x; ist negativ).
Der Brunnen ist 72 m tief.

AL+LB=20; AL=+62+(x-1)>; LB=+122+x2
V62 + (x =12 +4122 +x2 =20; 6>+ (x—1)* =20- 122 + X2 'pA

62 +(x —1)2 =400-40-122 + x? +122 + x*
36+x%-2x+1=400-40-12% + x* +144 + x>

40-12% +x% = 2x +507 & 12

1600- (144 + x2) = 4x? + 2028 + 257049;
1596x2 —2028x — 26649 = 0

_ 2028+ 20287+ 41596:26649 _ 2028413200 o (v st negativ)
3192 392 0 MM 215t neg:
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleich

3.80 Die Kollektorfliche kann als Differenz zweier Quadratflichen betrachtet
werden.

15=52-(5-x)%; 15=25-(25-10x +x2); x*-10x+15=0
X =5+4/25-15=5%3,16; x, =184m.
Die zweite Losung x, = 8,16 m ist sachlich nicht sinnvoll.

3.81 Rechtwinkliges Dreieck ACM;:
1002+ 1002 = AM,” = AM, =100-v2
Rechtwinkliges Dreieck ABM;:
x+x= (BM, -x -100] ; 2x* = (100-¥2 ~x 100 ;
2= (100-(2-1)-x] oder 2=@1,421-x2
2x* = 1715,729 — 82,843.x +x?
x +82,843 - 1715,729 = 0;

X1z =- 41,421 £ 41,4217 + 1715843 = - 41,421 + 58,579 e )

M,

x1=17,157 ~ 17,2 cm (x; ist negativ). x|, 100-x 100
Anmerkung: Statt in (*) auf der rechten Seite auszuquadrieren und 200
danach die quadratische Gleichung nach der Losungsformel zu 16sen,

kann auch auf beiden Seiten die Wurzel gezogen werden.

3.82 =%=5mm; r=%=2,5mm
Rechtwinkliges Dreieck ABM:
R?=r?+(R-h)}; 52=2,52+(5-h)%;
25=6,25=(5-h)% 18,75=(5-h)%
+£,1875=5-h; hy=5 £,/1875;

h; =0,67 mm; h, = 9,33 mm ist sachlich nicht sinnvoll

3.83 A(x)=(400-2x)-x =15000; x> —200x +7500=0
X;, =100+/10000 — 7500 =100 + 50
=50 mm sowie x =150 mm sind die Lésungen.
Die Querschnittsflichenfunktion y = A(x) ist eine quadra-
tische Funktion; ihr Graph ist eine Parabel: sie 6ffnet sich
nach unten. Ihr Maximum liegt im Scheitel. Dieser befindet
sich in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen der
Funktion y = A(x): ) >
A(X) = (400 — 2x)-x = 0; Produkt — Null - Satz: x = 0, d.h. 0 50 100 150 200mm x
x1 =0, sowie 400 - 2x =0, d.h. x, =200.

2200 = 100 mm; Anpas = (400 ~2:100)-100 mm” = 200 e’

Maximum von A(X): Xmax =

384 g=180-b; 1so st b 40 ; 40b+40-(180—b) =b-(180-b); b* —180b+7200=0
by, =90++/8100—7200 =90+30; b, =60 cm oder b, =120cm
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3.85 Rechtwinkliges Dreieck AM,M,:
(a-r=-x)* +(b-r-x)* =(r+x)’
(32-%)? +(46—x)? = (18 + x)?
x?-192x+2816=0; X, =96++/96> —2816 =96+ 80

X1 = 16 mm als gesuchter Radius;
X2 = 176 mm ist sachlich nicht sinnvoll

3.86 Rechtwinkliges Dreieck M;M;M;:
F+@=MM,"; MM, =d-v2
3 MM, +$=D; d+d2=D
D D 2-1_D{¥2-1)
d——=—~—— =D-lv2-1 .
12 1442 V241 271 (2-1)~33mm

Losungsvariante:

E+d=D-d?% 2d*=D*-2Dd+d
@+2D-d-D*=0; d,, =-D++/D? +D* =-D+D-y2
d; =D-((v2 1) ~33 mm; d, ist negativ.

3.87 E,, Ez sind die Beleuchtungsstirken der beiden Lampen; D
g =4 -1 . 4__ 1 % x|
’ 3 B2 12-x2" x2 (12-x)? T "i
4.(12-x)* =x?; 3x2 -96x +576=0; x* -32x+192=0 L P L,

X, =16£+16* =192 =16%8; x; =8 m;
X2 = 24 m wire die Losung im Abstand 24 m, also rechts iiber L, hinaus; diese scheidet aber hier auf
Grund der Fragestellung ,, ... zwischen den beiden Glithlampen “ aus.

s_v_i,;.(v_i)" goy_t Y vioa 1 29 a
388 =¥yt Vo) 100 2a 10 200" 2a 10200
a) a=7,5 m/s? = 15/2 m/s* b) a=5,5 m/s? = 11/2 m/s’
Ly 8,3 L O S SO L
80=5Y 5 Y 5 0=V +%5 V200
16v2 +216-v—19209 = 0 400v? +3960- v —352121=0
 —216+2167-416:(-19209) v, = 39604 39607 —4-400-(-352121)
2= 216 1= 2-400
v, =28,55m/s ~103 km/h; (v, negativ) v, =25,13m/s~90 km/h; (v, negativ)
c)a—lm/sz d)v=90km/h=25m/s
9 1 1 9 625,925 a
80-— Vil v-— =—.y? -2 g0=y 22
10 200 =5V 5V 3000 07 % 1o 300
100v" +180-v 16001 =0 0=2_57,5--2-; a? +11500a-62500=0
_ —180:+4/1807-4-100(-16001)
Y = 2100 a, =—5750¢«/57:;oz +62500
v, =11,78 m/s ~ 42 km/h ay~ 5,4 m/s’ (a, ist negativ)

(v2 negativ)




3 Quadratische Funkti und quadratische Gleich

3.89 a) y(130)=9231~921

YA
b) 80% von 9,231 = 7,385 [; 121 i .
7,385 =0,00059v? —0,048v +5,5 N AR J e
0,00059v? 0,048~ 1,885 =0 Jdo //
V. 200484 10,0487 +4-0,00059-1,885 5
2 2-0,00059 . I ‘
vi=110,3 ~ 110 km/h (v, ist auBlerhalb des 0 50 100 150 k/h 5

Giiltigkeitsbereichs der Formel)

3.90 a) h(t)=2+20t-5¢ .. quadratische Funktion, Graph ist
eine Parabel
Scheitelgleichung: h(t) =-5-(C +4t+4-4)+2=
52 +4at+4)+54+2=-5(1-2)>+22;
Scheitelkoordinaten S(m/n), m =2, n=22.
Die maximale Hohe 22 m wird nach 2 Sekunden erreicht.
Losungsvariante: Man ermittelt die Nullstellen der
Funktion y = h(t); der x-Koordinate des Scheitels liegt
genau in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen.
b) y =h(t) =2 +20-t— 52 =0;

= 2014400+40 20 + 20,98
2= 10 10

; t1 = 4,1 s (die negative Nullstelle t, scheidet aus)

10 10
391 a)H=2m:
2
h(x):—"—+x+2=—i.(x—80x+1600-1600)+2=
—-— (x- 30x+1600)+@+2_—— (x—40)* +22

d.h. maxlmale Flughshe von 22 m bei x =40 m.

2
-X 4x+2=0; x*-80x-160=0
80

X, =40+ /1600+160 = 40+ 41,95 0 20 40 60 8 100m” x
Wurfweite x; = 81,95 ~ 82 m (xz negativ)

H=10m:

h(x) = ——+x+10——— (x—80x+1600- 1600)+10——-— (x- 80x+1600)+@+10_

= -E-(x —40)* +30, d.h. maximale Flughthe von 30 m bei x = 40 m.

2
—:—0+x+10 =0; x*-80x-800=0; x,, =40++/1600+800 = 40+48,99
Wurfweite x; = 88,99 ~ 89 m (x, negativ)

2
b) Schnitt der Graphen vony = h(x) = -:—0 +x+10 mitder ,,Gelandefunktion“y =k-x = 0,1-x:

2
—’;—0+x+2=0,1»x; x*-72x-160=0; x, =74,158 (x, negativ); y(x,)=7,416
74,1582 +7,416% =74,53~75m
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B 3-)

3.92

3.93

3.94

- 2— (- o= -
Beispiel 3.9:  G(x) =—-0,05x> + 6x — 100 = 0; x12= 6467 -4(-0,05)-(-100) _ -6x4

2:(-0,05) T-01
Gewinngrenzen: x; =20 ME; x, =100 ME
2
. = 0,01 + Tx— 600 = 0, xjp = —TENT =4(00D(600) _ 745 .

Aufgabe 3.18: G(x) =-0,01x" + 7x — 600 = 0, X2 300D) 02

Gewinngrenzen: x; = 100 ME; x, = 600 ME

‘ 0052 _ o e 941942 -4.(=0,05)-(=6000) _

Aufgabe 3.19: G(x) = -0,05x" + 94x — 6000 = 0; x;2 20.05) H

Gewinngrenzen: x; = 66,16; x, =1813,84.

Gewinn zwischen 67 Stiick und 1813 Stiick

- 2_ (=1)(- -

Aufgabe 3.20: G(x) = -x* +120x 2000 = 0; x5 = 120+ ‘202.(:() D-2000) ‘2_°2“—‘s° ;

Gewinngrenzen: x; = 20 Stiick; x» = 100 Stiick
K(x) = 1000 +16x ; E(x) = —0,2x> + 70x e o
G(x) = E(x) - K(x) = -0,2x* + 54x — 1000 6000
Gewinn mindestens 2400 €: 50001
~0,2x? + 54x — 1000 = 2400; x*—270x + 17000 = 0 000
X, =135+4/1352 17000 =135 35 2400 3999
1 = 100 Stiick, x, = 170 Stiick. Toooot- L
Die Stiickzahl muss zwischen 100 Stiick und 1000
170 Stiick (jeweils inklusive) liegen. H i

0 50 100 150 200 250 300 "x
In Stack

1. Lésungsvariante:

n Anzahl der Preisreduktionen um 1 € pro Stiick ausgehend von 200 €: Stiickpreis p =200 —n;
abgesetzte Menge ausgehend von 500 Stiick: x = 500 + 5-n. Der Erlos oder Umsatz ist gleich
Stiickpreis p mal abgesetzte Stiickzahl x. Erlds in Abhingigkeit von n Preisreduktionen um 1 €:
E(n) = (200 — n)-(500 + Sn). Erls bei p =200 €: 200-(-5-200 + 1500) = 100000 €. Bei welchem
Preis steigt der Erlos (Umsatz) um 10%, also auf 110000 €? (200 - n)-(500 + 5n) = 110000;

n2 - 100n + 2000 = 0; n,, =50:++/502 —2000 =50+10-+/5 ;

n; = 27,6 ~ 28 Preisreduktionen um 1 €, n, = 72,4 ~ 72 Preisreduktionen um 1 €.

Stiickpreise somit: p; =200 - 28 =172 €; p,=200-72=128 €.

Zugehorige Stiickzahlen: x; = 500 + 5-28 = 640 Stiick; x, = 500 + 5-72 = 860 Stiick.

Reduziert man also den Stiickpreis auf 172 €, so erreicht man bei einer Verkaufszahl von 640 Stiick
(etwa) eine 10%—ige Umsatzsteigerung. Eine gleiche Umsatzsteigerung erreicht man auch, wenn
man den Preis noch weiter, nimlich auf 128 € reduziert. Bei diesem geringeren Preis ist aber die
Verkaufszahl hoher, namlich 860 Stiick; dadurch bleibt der Umsatz wieder gleich.

Maximaler Umsatz: E(n) = (200 — n)-(500 + 5n) = -5n® + 500n + 100000 =

=-5.(n® -100n + 507 — 50) + 100000 = —5-(n* =50)% +5 50% + 100000 = —5-(n® —50)* + 112500 =
Scheitel S(50/112500), d.h. maximaler Umsatz von 112500 € bei n = 50 Preisreduktionen um 1 €;
d.h. bei p=150 € und einer Stiickzahl x =500+ 5 -50 = 750 Stiick.

2. Losungsvariante

Ermittlung der linearen Nachfragefunktion (Beispiel 3.9, Lehrbuch Seite 52 f.): x = k-p +d;

k = Ax/Ap = 5/(-1) =-5; x = 500 bei p=200 = 500 =-5-20 + d, daraus d = 1500.
Nachfragefunktion: x = —5p + 1500; Erlés (Umsatz) als Funktion von p: E(p) = p-x = -5p* + 1500p.
E(200) = -5-200% + 1500-200 = 100000 €; E(p) = 1,1-100000 ? =5p* + 1500-p = 110000 =>

p1 = 127,64 € oder p, = 172,36 €. Zugehérige Stiickzahlen: x, = —5-p; + 1500 ~ 862 Stiick;

X2 =—5p + 1500 = 638 Stiick. Die Abweichung zur 1. Losungsvariante ergibt sich, weil dort nur mit
ganzzahligen Preisen gerechnet wird.
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3 Quadratische Funktionen und quadratische Gleick

3.95 Kostenfunktion K(x) = 120-x + 1500;

y
Nachfragefunktion x = —0,2-p + 140 = p = 700 - 5X ¢ 39900
Erlosfunkt. E(x) = p-x = (700 — 5x)-x = 700x — 5x2

Gewinnfunktion G(x) = E() ~K(0) = 25000
= 5% + 580x — 1500. 20000
Gewinngrenzen: G(x) =0 = 15000
580 /5802 _4.(-5)(~1500) _-580455353 10000
X2= 2 = 5000
-5 10 .
X1 =2,65; X, =113,35; d.h. Gewinn bei einem ? 75 ok
Verkauf von 3 bis 113 Stiick. B0 100125 1308

Mindestgewinn 10000 €: G(x) = 10000 = —5x* + 580x — 1500 = 10000, —5x + 580x — 11500 = 0
=25,38 x, =90,61; d.h. Mindestgewinn von 10000 € Gewinn bei einem Verkauf von 26 bis
90 Stiick.

Scheitelform der Gewinnfunktion: G(x) = —5x* + 580x — 1500 = —5(x* —116x + 582 — 582) — 1500 =

—5.(x — 58) + 5-582 — 1500 = —5-(x — 58)* + 15320; S(58/15320), d.h. maximaler Gewinn € 15320
bei 58 Stiick.

Losungsvariante fiir den maximalen Gewinn: Gewinnmaximale Stiickzahl = halbe Summe der
Gewinngrenzen = %~(2,65 +113,35) = 58; Gmax = -5-58% + 580-58 — 1500 = € 15320.

3.96 nSpieler A, B, C, ... ; jeder dieser Personen spielt gegen die iibrigen n—1 Personen; dies ergibt aber
die doppelte Anzahl der Spiele, da dabei die Spiele A gegen B und auch B gegen A usw. erfasst
werden. Somit ist die Anzahl der Spiele: o (n I)

@ =28,n-n-56=0; n,=05% 1/0,25 +56=0,5+7,5; m =8 (ny ist negativ); 8 Spieler
nehmen am Turnier teil.
4000 4000 |
3.97 Bei x Mitarbeitern ist die Pramie pro Mitarbeiter gleich —— , bei x—2 Mitarbeitern —2
‘:‘0";’ 40"°°+100 100x? —200x ~8000=0; x? —2x-80=0; x, =1+ 1+80 =1£9;
X1 = 10 (x2 ist negativ). Urspriinglich 10 Mitarbeiter, 8 Mitarbeiter erhalten eine Primie in der
Héhe von € 500
398 Beix Schillern ist der Beitrag 22, bei x+3 Schillern % : % =720 _40; x? +3x-54=0;
X
X, ==1,5++/2,25+54 =-1,5£7,5; x; = 6 (x, ist negativ); 6 + 3 =9 Schiiler nehmen teil.

3.99 Istx die tigliche Streumenge, 50 gibt es urspriinglich 4780 Streutage. Bei einer téglichen

Streumenge von x 4 gibtes — St.reutage 480 +10= %; x*-4x-192=0;
=2444+1920=2%14; x; =16 (x; ist negatlv), Die vorgesel tigliche S geist 16 t.

3.100 Gruppe A: x+2 Personen; gesammelter Miill pro Person: ig

Gruppe B: x Personen; gesammelter Miill pro Person: 4—:0 H

ﬂ:“-:ﬂ 10; x?-20x+96=0; x,, =10+100-96 =10£2; x, = 12; x,=8.

X+2

Zwei Losungen:

Es waren 14 Personen in der Gruppe A und 12 Personen in der Gruppe B; sie sammelten 50 kg
bzw. 40 kg pro Person.

Oder: 10 Personen in der Gruppe A und 8 Personen in der Gruppe B; sie sammelten 70 kg bzw.
60 kg pro Person
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4 Exponentialfunktionen

41 a) t=i@)=

0 [ 0.000 08 b) 0,35 A bzw. 0,44 A
1| 0248 05 ¢)Etwa 0,9 s bzw.3,9s
2| 0388 o 04
3| 048] £ 03
4| 0500 02
5| 0522 0.1
6| 0535 £
7 o5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 | 0545 tins
9 [ 0547
10 [ 0.549
42 a) 25
2 2 b) Etwa 8 min (genauer: 8,4 min)
2 ) 9(0) =20-(1 - 0,7-€%) =6°C
S 15
j:
5 10
c
£ s
0 10 20 30 40 50 60 70 80
t in min
39 0 b)t=3/8=0375 5"
. i(3)=5(1 -y =4655
T . Q) i(t)lp=1-e"" =1-¢"=0,632=63,2%
T2 i3t/ =1-e" =1-¢7=0,950 = 95,0%
1 i(5t)lp=1-e7*"* =1-¢7*=10,993 = 99,3%
% 05 1 15 2 25 3 d) Etwa 0,9 s (genauer: 0,86 s)
tins
oy % b) = 1000-30-10" = 0,03 5°
> 20 uc(0,02) = 25-(1 — e 0B =122V
CR ¢) Etwa 0,02 s
g 10
5
0 005 01 015 02
tins
d) 30 e) 30
25 25
> 20 > 20
£ 15 £ 15
S 10 S 10
5 5
0 005 01 015 02 0 005 01 015 02
tins tins
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4 Exponentialfunktionen

4.7 a) Bei gleicher Schrittweite At nimmt y stets um das

45 a) A b) Die Spannung halbiert sich — siehe

40;; \ ST T nebenstehende Abbildung —

b\ i F . von 40 V auf 20 V,

2 4 SR FR von20V auf 10 V,

2 “ofee e B von 10 V auf 5 V

157 4 R i jeweils nach etwa 0,3 ms.

10 g R Die ,,Halbwertszeit* betrégt also etwa 0,3 ms.

TR S—— 11
o | o ! 1 15 2 25ms t
03 0609
4.6 a) to=2 Tage =2-24-3600 s; NE) ﬂ‘
Ao =2,09-1075.2:24-3600 = 0,3611 AR — H
N(to) = 4:10'%-¢9%1 =2,79.10 Kee !
b) Fir die Graphik wahlt man einfacher statt ;0 ° T
der Einheit ,,Sekunde die Einheit ,,Tag*: 2 1 ; i H
1=2,0910" l=2,o9~1o-°+ = ) !
s d 1
24-3600 S o
= 2,09-10“~24~3600 d'=0,1806d". 0 2 "] 6 3 10 12Tage t

Man liest ab: Ty, = 3,8 Tage «Dn e T

gleiche Vielfache des jeweiligen Anfangswertes zu:
t o] 2 3 4 5
y | 2] 3[45] 6,75 [10,125[15,1875

Der Endwert bei jedem Schritt ist das %—fache des

jeweiligen Anfangswertes. 4,5«% =6,75;

6,75% =10,125; 10,125-% =15,1875.

t
Expon. funkt. y=ca’; t=0: 2=ca’=c; t=1: 3=ca'=2a = a= % Daher: y=2~(%)

byt |O]a| 8| 12|16 | 2 y
Y1 5] 25| 125 | 625 | 3125 L

Der Endwert bei jedem Schritt ist das 5—fache des :gg:
jeweiligen Anfangswertes. 25-5 = 125; 2000 o
125:5 = 625; 625-5=3125. 1500 ;
Expon. funkt. y =c-a t=0: 1=ca’=c; 10004 |
. [ 5007 =t
t=1:5=ca =1-a = a=5. Daher: y=54. - ; >
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)

4.8

4.9

4.10

4.11

5 5
a) Bei gleicher Schrittweite At nimmt y stets um das y
gleiche Vielfache des jeweiligen Anfangswertes ab: 3
t 101 2 3 4 5 25
y | 3]2]43] 80 [16127 | 3281 2
15
Der Endwert bei jedem Schritt ist das %—fache des 1
jeweiligen Anfangswertes. %3 = g; 05 ) — .
82 16 16 2 32 01 2 3 4 56 7 8 9 10 ¢t
3T T IE
T
Expon. funkt. y=c-a t=0: 3=c.a’=c; t=1: 2=ca'=3a = a= % Daher: y=3-(§)
byt lt1lal 7] 10] 13| 16 Y
y |[100[ 10| 1 | 0,1 | 0,07 [ 0,001 250
00
Der Endwert bei jedem Schritt (hier ist At = 3) ist I—l(;
150
des jeweiligen Anfangswertes. 1-%=%=0,l, 100
[ (N 50
1016700 - %% 700 70 " a00 - 00! >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 ¢
Expon. funkt. y = c-a";
t=1:100=ca' =ca; t=4: 10 =c-a* = c-a-a’ = 100-a° oder a’ = % = a=10"3
LA S - |
ca=c10"=100=102= c=10*"=10" Daher: y=10? .[10 ’] =10°3=107 .

a) Der Endwert nach jeder Millisekunde ist ein Viertel des Anfangswertes (anfinglich 0,4 C

auf 0,1 C, also auf ein Viertel); daher

nach 2 ms ein Viertel von 0,1 C, d.h. 0,0250 C,

nach 3 ms ein Viertel von 0,025 C, also 0,00625 C ~ 0,0063 C,

nach 4 ms ein Viertel von 0,00625 C, also 0,0015625 C ~ 0,0016 C
b) Der Endwert nach jeder Millisekunde ist um 0,3 C kleiner als der Anfangswertes

(anfénglich 0,4 C auf 0,1 C); daher

nach2ms 0,1C-0,3C=-0,2C;nach3ms -0,2C-03C=-0,5C,

nach4ms -0,5C-0,3C=-0,8C.

Negative Ladungswerte in C sind nicht moglich, dies wiirde weniger als keine Ladung bedeuten.
In jeder Woche sinkt die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne auf die Hilfte. Daher ist nach 2

Wochen nur noch ein Viertel, nach drei Wochen ein Achtel, nach 4 Wochen ein Sechszehntel usw.
der anfénglichen Kerne vorhanden, also 25.10"° Kerne, 125-10° Kerne, 625-10° Kerne, usw.

Y,
0.8
0:6
04

0.2
A
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4 Exponentialfunktionen

4.12
4.13
414 a) IA
1 MeV-
0.75
0.5
0.25-
0

b)d=1cm: I; =Ipe™' =0,5961;

d=2cm: L=Ipe*?=03551;

L/1; = 0,596 = 59,6%.

Die Intensitit sinkt auf 59,6% des Wertes bei
d=1cm.

Auch bei jedem wei Zenti Schict ke
sinkt die Intensitét auf 59,6% des jeweiligen
Vorwertes.

¢) Man liest ab (siche Abbildung): di» ~ 1,3 cm

(genauer dy; = 1,34 cm)
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4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

yA
601 R y kommt mit wachsendem x dem Wert S
i i i | (,-Sattigungsgrenze®) beliebig nahe, nihert sich
A ; e asymptotisch der Geradeny = S.
wf oo b pe ok
07T l '
0+ - /k b i
104+ 1 L
RS %0 100 x
a)log;27=3 b) log; 4=2 ) 1g 10000 = 4 d)lgl=0
elne=1 flog L =23 g log, L =4 h) log, 21 =3
8 116 58
a) 4> =64 b)2"=% 93 =27 a10' =10
&) 102=100 He=1 )10'%—L h)(l)_4—16
AT 2) T

a)x=log, 8 <>2"=8, alsox=log, 8=3

b) x=logs 32 & 4" =32 oder weiters (2%)*=22=2°, also 2x =5, x =logs 32=2,5
c)x=logs 16 < 4*=16=4% alsox =logy 16= 2

d)x=log39 < 3*=9=3% alsox=log3 9=2

e)x=log; 25 & 4%=16=42 also x = log; 25=2

f)x=log;7 & 7*=7, alsox=log; 7=1

=1log, L =1 _9p2 = logy L=
g) x 10314 o 2 2 27, alsox logz4 2

=logs - o
h) x loggsl®3

1
81
1

—4 1
= = =_4
37, alsox log;;81

Dx=log,L « 2x= 1 =2 =logy L =—
i)x log132c>2 2 27, also x logz:‘2 5

) x=10gs025 & 4*=0,25=

K) x=logsv3 < 3*= V3=3" alsox =logs\3 =

1) x =log,

RPN LS

2

1
4

=4 alsox= logs 0,25=-1

% =2""2 also x =log,

11
2 2

m)x=logﬁ/§©5"=§/§=5m, alsox=log52/2_= %

n)x=log3\/§ Q3‘=\/§ =372 also x = logs % =—%
3

0)x=log, — &
3

27
8

(

3

2

;

27

8

(

3

2

J-G

2

) , also x=logz% =-3
3

a)x=Inl & e=1=¢’,alsox=Inl1=0
b)x=1g10 & 10°=10=10, alsox=1g10=1
x=Igl < 10=1=10 alsox=Igl= 0
d)x=lne & e*=e=¢', alsox=Ine=1
x=10% o g3 =lgx, alsox=10'" =3
flu=e™ < Inx=Inuy, alsou=e™=x
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4 Exponentialfunktionen

419 gx=hl o e"=l=e'l,a.lso x=Inl =1
e e e
h)u=10" & Igx=Igy, alsou=10"=x
Dx=lgl P S g l=_
|)x—lg10 < 10 T 107, also x-lglo 1
Hx=1g0,01 < 10"=0,01 =107 also x=1g 0,01 =-2
K) x=Inve < e*=ve =€, also x=Ine =+

2
I)x=anI o e"=\[I =e™?, also x=ln‘jl_ =1
e e e 2

m) x=1g¥100 < 10°= {100 = 10%, also x =1g¥/100 =§

clgl o 10=L =107 aiso xolg L =1
n)x—ng_ < 10 T 107, also x lgm 2
J1o x _ */E= V2 1013 _10V6 A0 _ 1
o)x—lgralo o 10"*-107" =10"°, also x—lgﬁ 3
420 a)u=logx & 2"=x:
2°=1=2"=u 22=2=2' =z u=1; =4 su=2;
=8 = u=3; 2"=%=2"=>u=—, 2"=0,25=%=2'2zu=—,
00625-—-2" = u=—4 2= 2=2" =>u=%;
2=32=2" =>|-l=% 2=43=2% = u=2%; 2“=$'2=2"/’ = u=—
bu=lgx < 10"=x:
10“—1—1o°=>u=o 10°=10= 1o'=>u—1 10°=1000=10° = u=3;
=21 =10 =_1: 4 =_4.
10=0,1= 107" = u=-1; 10" =0,0001 = 10000 =107 => u=-4;
u_ 1 _ 152 - 12 1.
10 loo10=uz =10=10 >u=
v = 3700 =10%* =2. v=_1 o2 =1
10 100 =10 = u 3 10 mlO =u 2
421 a)l=Inx & e'=x,also 1=Ine b)2-lgx o 102 =x, also 2=1g 100
¢)-1=Igx < 107" =x, also-1=1g 10" = lg—
d)0=lnx@e=x oder 1=x, also 0—]n1
€)0=Igx < 10°=x oder 1=x, also 0=1Ig1
422 a)lgx=2; x=10>=100 b)Inx=-1; x=¢"=0,3679
o logax=4;x=2"=16 d)logsx=2; x=32=9
e)logsx=%; x=5m=«/125=51/§z11,130 f)lnx=-0,1; x=¢ =T~09048
g)lgx‘% x=10"2= J10~3,162 h)logax=—4; x=2"=L
i =_1l. y=10"2=_L . =3 M=
i)lgx 55 X 10 m~0,3162 jlgx X 10** = 4/1000 ~ 5,623

K lgx=2,8; x =108 = 1029 = 105 = §/10" =10?-%/10* =100-4/10000 ~ 630,96
1) logs x =0,25; x =3%%=3"=4/3 ~1,3161
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— Matt tik 2 — Durch 1 1

1)

4.23

4.24

a)In(2a) =In2 +Ina; Zahlenprobe mita=3:In(2-3)=1In6=1,7918;
In2+1n3=0,6931 + 1,0986 = 1,7918 (Abweichung rundungsbedingt)

b) 1n§ —In2-Ina; Zahlenprobe mita=3: 1n§ =-0,4055; In 2 — In 3 = 0,69311,0986 = —0,4055
) m% =1n1-Inx=0-Inx=—Inx; Zahlenprobe mit x = 2: m% =-0,6931;-In 2 =-0,6931
d) lg%a =lg(2a)-lgb=Ig2+I1ga-Igb;

Zahlenprobe mita=2,b=4: lgzba— =0;lg2+lga-1lgh=0
€) lga—?b =lg2-lglab)=1g2-[lga+lgb]=1g2-lga-Ilgb; Zahlenprobe mita=2,b=3:

lgi =_04771;1g2 ~Iga—-lgb=-04771

l)ln(3 *)=In3+Ina’=1In3+2Ina;
Zahlenprobe mit a = 2: In(32%) = 2,4849; In3 + 2.Ina = 2,4849

g)lnal,=1n1-1na’=o-3-1na=—3~1na;
Zahlenprobe mita =2: 1nl =-2,0794; -3-In a=-2,0794

h) 1g2Vx)= 1g2+1gJ__1g2+lng’_lg2+ -Igx;
Zahlenprobe mit x = 4: lg(Z&) =0,6021; 1g2+—Algx =0,6021

i) Inv2x =In(2x)" =l~ln(2x) 1 [1n2+1nx]_- In2+2Inx;
Zahlenprobe mit x =2: Inv2x =0,6012; — ln2+ -Inx =0,6012

) 1n¥ =In(2-4%)-1n3 =1n2+1n%/t_—ln3 =In2+Int¥ —In3 =ln2+l‘lnt—ln3 ;

22/'

Zahlenprobe mitt=2: In—— =-0,1744; ln2+ ‘Int-In3 =-0,1744

a) lg— Ig(a+b)-Ig2; Zahlenprobe:a=1,b=2: lgMb =0,1761; Ig (atb) —1g 2 =0,1761

b) lnm=lnl—ln(a+b)=0—ln(a+b)=—ln(a+b)

atb _yatb 1 hl-In(a—b)=0-In(a—b)=~—In(a—
) ln@—ln(“b)‘(a_b) lna—b In1-In(a-b)=0-In(a-b)=-In(a-b)

2
d) ln%=ln(a-b2)—ln\/g=lna+lnb’ ~Inc®? =lna+2-lnb—l~lnc

o2

e) 1n‘]3_ ln(sb) =5 Ing=2 [in2- In(3b)]——[ln2 (ln3+lnb)]-— [In2-In3-1nb]
(“3)_ —1g(a+b)2—1g(a’~%/3)=2-1g(a+b)-[1ga’+1ga'/‘]=2~1g(a+b)-71ga
g)lg(E-J;J=lg%+lg\/§=lgl—ng+lg() =0-1g2+1 g2 =-1g2+ 11931 1gs

h) 1g(?:\/_) 1g10— lga+ (lga-lg2)=1- lga+ lga—— lg2= l—%-lga—%«ng

flg
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4 Exponentialfunktionen

424 i

4.26

Vx-y? 1
) lg—"——=5"lgx+2- lgy-— lgy-lg(x- y)——ng+ lgy-lg(x-y)
’s/_~(x—y) 2

i) n ( ),/, =Iny(x-y)* =%~ln(x—y)"’ =%~§~In(x—y)=%~ln(x—y)

’1 Ja/b 1 (1 4a/b) 1 1 _
k) ln‘?—b—,—zvln[;vT =5 0—ln3+5~(1na—lnb)—3~lnb =

( ln3+ lna——- Inb-3. lnb)——— 1n3+ lna—— Inb

)] lg[ ’a b ] lga+ lga+2 Igb— lgc-— lga)—— 1ga+lgb—— lge

a) In a + In(2a) = In(a-2a) = In(2a%); Zahlenprobe mit a =2: In a + In(2a) = 2,8794; In(2a%) = 2,8794
b) —lna—In2=0—(Ina+In2)=Inl-In(2a) = In%

¢) 1+In2-Inl=Ine+In2-0=In(2e) d) 2+1g3=1g100+1g3 =1g300
2 1 100 10 ?
e)—1+ng=lg2—1=1g2—lg10=lgE=lg§ 0 lg-1g'% - lglr(:'(/)/m =lgis
__ 2 _ X+y _ X+y _
g) In2- ln lnl/2 In4 h) In(x+y)-In—= 2 ln(“y)/2 In2
i) Igx—3-1gx® =lgx-lgx® =1gx—"6=1g;‘5- i lg2—lga+lgb=lg§+lgb=lg%

K) lgx-1g2-1g2x) = Igx - [lg2 +1g(2x)] = lgx ~lg(éx) = lg =lg%

) ln(2t)—21n%=ln(2t)—ln( ) =In(2t)— ln——ln 2 /4 n?

a) lg)ngy-1~lg1=lg(X~y)—ng"2 =18x+/{=18x—f;
Zahlenprobe mitx =2,y =3,z=4: lgx+lgy—— gz =0,4771; ng_ =0,4771
b) Ina+Ina’ +Inva =Ina+Ina® +lna'/2=lna+2‘lna+i»lna=7lna=ln«/a_7
_l._E=_l._B=_ Plojp—t _—m-2
) Ina-In>=0---Ina ln2 Inl [ln«/;+ln ] InJ_ o2 lnp.‘/;
d) Inb+3:Inb? =3-Invb =Inb+6- lnb—— lnb=— Inb=Inb'"

_ _Yaidb
e)ilna+§-lnb 5~lnc—ln«/;+lni/g ln\/z—ln—J_—

atb , . [a-b _, a+b a-b a+b a— b (a+b)/(a-=b) _, a+b
i)lna_b+2 an 3 lna—-b”'{" J =In— Py +In—=1In —(a b2 In— 3

g 3-1-1g(x+2)=|g1000-1g4x+2 =1g 1900

=
)- [ax-Ine2y)- 2]n5]—— [inx-1In(2y)- 1n52]_- 1nzy25 =In %
oo X2l x4l (xHD-x-D/x

i) In In M DI =Inf2-(x-1)]
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B

4.27

4.28

4.29

4.30

4.31

4.32

a) InV2=In2"? = 2 R nchtlg

¢) falsch, §~lg3 = lg«/g #* Jlg_3

¢) falsch, ln—l; =Inx?=-2-Inx
g falsch, 1g50 = 1g@

i) falsch, g 9 = 1g 32 = (Ig 3)*

K) falsch, 2-1g 5 =1g 5% = (Ig 5)°

b) In €* = xIne = x-1 = x, richtig

d) falsch im Allgemeinen, richtig nur fiir x = 1,5
f) falsch,In1=0

h) In 4 =In 2? = 2.In 2, richtig

i)lg3+1g3=21g3=1g3%=1g9, richtig
D Ig%:lgiz =1g27% =-2.1g2, richtig

ln45 1g45 _ ln60 Ig60 _
=—=2—=54 =— ===
a) log,45= 122 5,492 b) log, 60 = 182 5,907
lnlOO 1g100 21 ln(2|/]6) 1g(21/16)
) log,lOO-—lnz "2 =6,644 d) log, %" m2 __13 =0,392
M_M - _In2_lg2
e) log,0,4= 2 lg2 1,322 f) log,2 3 " 1g3 0,631
12 _lgl2 _ In28 1g28
g) log,12= - g4 1,792 h) log,28-—| s = lgs =0,640
. _In358 _ 1g35,8 _ _ In(2e) - lg(2e) _ _
i) log,, 35,8——ln 5 _lg M 1,440 j) log,(2e)=—— _Ig 3 1,541
a b 10-lg(a/b) | GindB
a) 2 1 3,010 3
b) 150 0,005 44,771 45
) 2 50000 -43,979 -44
d) | 2,5-108 | 0,084 94,737 95
e) | 0,038 | 510" 78,555 79
f) |4,4-10° [ 15000 -85,326 -85

GindB | lg(a/b) alb GindB [ lg(@b) alb
a)| 3 03 | 10™=2 f | 103 103 |10 ~210"
b) 6 0,6 106 ~4 g) 0 0 107°=1
) 9 0,9 10%°~8 h| 3 0,3 1092 ~0,5
d) | 20 2 10°=100 ) | -6 0,6 | 10°°=0,25
e) | 100 10 10" i) | =20 -2 107=0,01
a)0p=10~1g =10- 1g”0, =10-1(5-10°)= 66,99~ 67 dB
b) G, =10-lg%=3; lg =03; ——10“ =1,995 ~ 2, d.h. P, ist doppelt so hoch wie P,
1
PyP, | lg(P>/Py) | 101g(P,/P;) | GpindB
a) | 2 0,3010 3,010 ~3
b | 4 0,6021 6,021 ~6
o 8 0,9031 9,031 ~9
d)| 16 1,2041 12,041 ~12
e | 10° 8 80 30
f) | 210° | 83010 83,010 ~83
@ | 05 | -03010 23,010 ~3
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4 Exponentialfunktionen

433 G, =20-1g

SOSU' 20-1g500= 53,979 ~ 54 dB

1
Gy =36dB=20- lg 1g 2— =1,8; 10%(U2/0) 2108, % =10"%=63,0957~63
1

434 G, =2o~1g1— =20~lg$=—4,082~—4dB
) ;

435 2) pHewig=-1g(10%) =3 b) pH=-lg [H'] = [H']=10"=10"
1009 =[H°] oder 10% = I_;

436 2)3*=81=3% x=4 b)2¥?=4=2% x2=2; x=4
02> = %:2"; “2x=-1; x=% d) 3?2 =9"=(3)* =3 x+2=2x;x=2
€ 2"1=0,5=2" x+1 =—1;x==2
f) 4* —1=§; 4* =§; In4* =ln%; x~ln4=ln§; x=ln|(:{‘3) =0,368
g)3*=4; In3*=In4; xIn3=In4; x= M =1,262

=X -x
h) [Z) =2; In(z] =In2; —x~ln(-—)=ln2; X=- In2__ 1,710
3 3 3 In(2/3)

(I 2 Iy 1,2 . @B _
|)(5] =3 ln(;) —ln;, (x+1) lni_ln?’x_ln(l/Z) 1=-0415

§) 0,4-2°% =0,9; 1n(0,4-2°*)=1n0,9%; n04+In2°%* =0,9*; n04+0,5x-In2=x-1n09;

In0,4
=X -05-x-In2; x- -0,5- = L oX=——
In0,4=x:1n0,9-0,5-x-1In2; x (ln0,9 0,5 ln2) In0,4; x 1n09-0,51n2

x S | x 1 1 In(l/2)
4 =1; 4" ==; In4™" =In-; —x-Ind=In=; x=—
k) 2 1; 3 In ln2, x-In4 ln2, X na =05
Lisungsvariante: 2-4™ =1; 2'-(2%)™ =2°; 2'.27 =2°; 2" =2°; 1-2x =0; x=1

=2,027

2
1) 3,4 =2-41%; In3,4*" =In(2-4,1*); (x-1)-In3,4=In2+In4,1*;
x-In34-I34=In2+x-ln4]; x-(n34-In4])=In2+In34; x= —I'“32:"|‘344]_-10239
n
1 _(1Y 1 1) . 1 1 1 B
m) —=|=|; In—=In[-|; Inl-In2" =x:In~; 0-x-In2=x:In-; x:{In2+In=|=0;x=0
2* \3 2% 3 3 3 3
1 X _ox, 3 (3 OA _
Losungsvariante: —=—; 3*=2%; —=1; [>| =[>|; x=0
2% 2* 2 2

n) 02 = (i) 08 In0,2"™ -ln[( ) ~o,s'*]; ln0,2""=ln(%) +1n08™;

(1-x):In0,2= x-lnz—x~ln0,8; In0,2= x-(ln0,2+ln3—ln0,8); x=0,961

1y (340) (I)""_ (340) 340 In(1/4)
°>(4) ) wa) =vlig) s oD mgexn g e a)-inGaoacs) -0
2 (1 -n_ 1 H, 2 o ( Zx) -1, ( ) _ .
p)g(lo) -(5) 5 5710™ =85 In| 210* |=1n8"”"; In{ 2 }+2x-In10= (x~1)-In8;
(2-1n10—1n8)=—In2—Ing; x = n(5)-m8__
x-(2:In10-1n8)= Ing-In8; x=— o s = 0:461
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— Math tik 2 — Durch 1 L

437 a)e”* =4; Ine™*=In4; 03-x=In4; x=%=4,621

4.38

439

by 1-e™=05; 05=¢™; 1n05=Ine™; In0,5=-3t-Ine; In0,5=-3t; t=-$ =0231

¢) e =2.¢*"; Ine* =In(2-e*'); Ine™ =In2+Ine*"; (x+l)lne=In2+(x-1)-Ine;
x+1=In2+x-1; 2=In2 nicht mdglich, daher keine Losung: L = {}

d)1-0,4-¢ =08; 0,2=04-¢"; 05=¢™; In0,5=Ine™; In0,5= -%; t=-5-1n0,5=3,466

1-e™>
l+e™

e)

=08; 1-e=08+08-e™; 02=18¢7; e""=%; lne'z"=ln%;

—2xIne=Inl - In9; 2x=0-1n9; x= %~ln9 =1,099

t t

2 2 2
ne{“) =09; lne{#] =1n09; lne-[ﬁ] =1n0,9; —(%)2lne=ln0,9; -(%):1.10,9;

%:tJ—anS; t=#10-4/"In09; t,=3246; t,=-3246

1 t t t
91-3¢ 2207 03=1-¢% 06=¢ % In06=lne ; In0G=-1-Ine; In06=-1;
t=-21n0,6 = 1,022

h) e{ﬁ)’=0,5; lne{m]!=ln0,5; —(L)Jlne=ln0,5; —(L)J=ln0,5; L:W
100 100 100
1=100-3=1n0,5 = 88,500
a) 2425 =4; 2°.(2+41)=4; 2‘=§; 1n2’=1n§; x-ln2=ln§; x=%=0,415
b) 6=3*1+2.3%7; 6=3*7.(32 42 3"’=l;‘l; (x—3)~ln3=ln16—l; x—3=%'—);x=2,448
) 4% 427 S 3F 3 (Q2)% 423 S 3X 3 93k g0t _3x _ged,

2%.(142)=3"-(3* ~1); 2%.3=3*.80; 2% =80.3**; In2> =In(80-3**);
2x-In2=In80+(x-5)-In3; 2x-In2=In80+x-In3-5-1In3; x‘(2~ln2—ln3)=ln80—5‘ln3

_In80-5-In3 _
X o3 - R0
d) 5% 4577 =32 —9%; 5% 4577 = (3%)* —3%; 5% 4.5% 2 =32 _3%; 52 ~(1+5’)=0; 26-5*2=0;
26- z—: = % -5* =0; dadie Potenz 5" fiir alle x stets positiv und damit ungleich null ist, ist diese

Gleichung nicht losbar: L = {}
e*=u und damit x=Inu

a) %~(e‘-e"‘)=3; u-l=6; u?—6u-1=0;u, =3++9+1; u, =3+410; x, =Inu, =1818;
u
u, =3-410=-0,16228; x;=Inu, nicht moglich, da u; positiv sein miisste!

Hinweis: Der Term %-(e" —e™ ) wird als sinh x (,,Sinushyperbolikus von x*) bezeichnet.

b)%-(e"+e"‘)=3; u+%=6 u?=6u+1=0; u, =349-1; u,=3++8; x, =lnu, =1,763;

u, =3-48; x, =Inu, =-1,763.

Hinweis: Der Term %-(e" +e"‘) wird als cosh x (,Kosinushyperbolikus von x*) bezeichnet.
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4 E ialfunktionen

4.40

4.41

4.42

4.43

a) 3" +2.3% =21, 3* =u; u+2u’=21; 2u’+u-21=0; u, =—1:t+1+168=%ﬂ3;
=3;34=3;x=1; wist negativ, 3" ist aber stets positiv. Daher nur x; = 1 Lésung: L = {1}

b) 27 43.2° 212,25, 2 =u; —+3u 12.25; 3u? -12,25u+1=0; u,, = ‘225#
x « _In(y12)
=4;29=4=2% x,=2; ;=_, =3,
4; 2 X wm=—; 2 2’ X, n2 3,585
2) e VT =0,5; Ine¥T =In0,5; -%:mo,s; t=-T-In0,5=0,693-T
-’ R, R
b)e ! =08; Ine “ =In08; —E~t=ln0,8 t——- In08= 0223—
¢ m=1-¢?; e?=1-m; Ine® =In(l-m); -2t=In(l-m); =——~ln(1—m)
d)a=3-e™; eM=2; ne* —ln— —At= ln— —A-t=Ina-In3; t—w—l»lﬂ3
3 A A a

—50.00"- _h. o ¢ b, -1 4 h _lnh-In50
© h=50.09' 09'=25; 109 lnso, t-1n0,9 lnso, t=109 Ing )
a) Ig x = 3, definiert fir x > 0; 10%*=10%;, x = 1000
b)9lnx=%, definiert fiir x>0; " =e¥?; x=+o=1649

¢)Inx =1, definiert fiirx > 0;e™ =¢'; x=¢=2,718
d) lg(x—3)=5, definiert fiir x>3; 10®*» =10%; x-3=10%; x=10°+3=10003
¢) lg x =-2, definiert fiir x > 0; 10 =107 x=107=0,01

1
lg—
f)lg%:S, definiert fiir x >0; 10°% =10%; %:10’; x=10" =0,001

04 _
g) lg(2x+1) = 0,4; definiert fiir x > —%; 10%2D 1004, 2y 41210 x= “’T‘ =0,756

h) In(x +3) = -1, definiert fiir x >-3; e"**) =¢”'; x+3=¢’!; x=e'-3=-2,632

>

i)2-lgx=%, definiert filr x > 0; lgx=%; 10%% =10, x =10 =410 = 1,334

j) 2<lnl=3, definiert fiir x > 0; lnl=3; X = g8, l=e:’/s; x=e = —=0687
x 4 x 8 X Q/_

k) ln2—x=3,l; e = g3, 2—)‘=e"'; 2x=x-e™ +e¥; x-(2—e"')=e';x=—1,099;
x+1 x+1

1nﬁ ist fiir x 1,099 definiert, daher Losung

I)lg 2x+1 =0; 10 "“ =10°% ﬁ =1; x=-2 ist Losung, da lg x+l ist fiir x = -2 definiert ist

a) lg X + lg 5 =2; Def. menge D X > 0; lg(5x) =2; 100 =10% 5x =100; x =20.
Lésungsvariante: 1g x +1g 5 =1g 100; 1g (5x) =1g 100; 5x = 100; x = 20. Analog auch bei
weiteren Aufgaben, insbesondere mit dem Zehnerlogarithmus.

b) lg(2x) = 2-1g x; Def. menge D: x> 0; lg(2x) =lg x% 2x =x% x>—2x=0; x-(2-X)=0;
Produkt — Null - Satz = x =0 sowie 2—x =0, d .h. x; =0, xo =2. x| = 0 ist keine Losung,
danichtinD.L={2}

¢) 1 +1g(x—-1)=1g (2x); Def. menge D: x>1 und x>0 = x>1; Ig10+Ig(x- 1) =1g (2x);
1g [10-(x=1)] = 1g (2x); 108 110*D] = 108, 10.(x — 1) = 2x; x = 5/4

d) In (x—2) =In (x + 3); Def. menge D: x>2 und x>-3 =>x>2; e"*D=¢n ™ x> =x+3;

x =x+ 5; es gibt keine Zahl, die gleichbleibt, wenn man 5 dazu z4hlt, keine Losung. L = { }
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— Math tik 2 — Durck 1 L5

1B 1B

443 e)In(x+1)-2=Inx; Def mengeD:x>-1 undx>0 = x>0;In(x+1)-Inx=2; lnx—+1—2
X

eln((nl)/x) - ez; X_+1 P =0,157
X

f)1g @x+1)—lgx = 0,8; Def. menge D: x> ~1/2 und x>0 = x>0; lgzx+l =08;

10%s@xeni) _y08; 2XHL_yq08, =0232
X 0°~’—1
g) In(3x + 1) - 1 =2:In x; Def. menge D: x> -1/3 und x>0 = x>0;In(3x + 1)-Inx* =1;
ln-—-—3x;] =1 e'“((s"’"/‘z):e'; _3x+1 =e; ex’-3x-1=0; x), = 329+4e 9+4e —— x1=1372;
X X

X2 =-0,268 nicht in D; L = { 1,372}

2 2
h) 1-InX =1n%; Def menge D: x>0; 1=InX+In%; 1= ¢ =e["2/‘2°)];
e 2 e 2 2e

=264 x,=e-+2=3844; x,=-e-2=-3,844 nichtinD; L ={ 3,844 }
i) lgx+1=lg«/;; Def. menge D: x>0 und x20 = x>0; lgx+lg10=lg«/;;

1g(10-x)=1gx; 108090 =10'8¥%; 10.x=yx; 100-x2 =x; x-(1 ~ 100:x) = 0;
Produkt — Null - Satz = x; =0, nichtinD; x,=0,01;L={ 0,01}

a) Ig(1-x)—2-lgx =—1; Def. menge D: x <1 und x>0; lg(1—x)-lgx? =—
gl X =1y 100 qot; XL Jgoqox; k2 +10x-10=0;
X X 10

X1 =0,916; x, =-10,916 nichtinD; L = { 0,916}
b) In(x? —4)—In(x —2) = 0; Def. menge D: x*>4 und x>2 = x>2;x=-1

In2 _24=0; In(x+2)=0; e"**» =¢®; x+2=1; x=—1, nicht in D, keine Losung: L = {}
X—

¢) Inx =2+In(1-x); Def. menge: D: x>0 und x<1; Inx=2+In(1-x); Inx-In(l1-x)=2;

In2=2; efb/0-0l_e2 X g2 xoe2_x.e?; x'(ez+l)
1-x T1-x ’ ’
d) 2-In(x+2) =In(x +4); Def. menge D: x>-2 und x >4 = x>-2; In(x+2)? =In(x+4);

2
%:1 X2 +dx+4=x+4; ¥*+3x=0; x-(x+3)=0; Produkt—Null - Satz =
X

x1=0; x2=-3 nichtinD.L={0}
e) 1+Inx =In(x +1); Def. menge D: x>0 und x>-1 = x>0;

In(x+1)-Inx=1; lnxTH=l; e'““’“'”")=e'; ’%l:e; x+l=e-x; x=ﬁ=0,582A

Lésungsvariante: Ine +Inx =1In (x+1); In(e x) =In (x+1); e x =x+1 usw.
f) In(2x-1)-2-Inx =1; Def. menge D: x> 1/2 und x>0 = x> 1/2;

In2x-1)-Inx? =1; 1n2x;1=1; e"'[(z"")/"2]=e'; E—e ex’-2x+1=0;
X x

2td—de
2e

2 e
=e”; x=——=0881
e+

Xpg = ; keine (reelle) Losung, da4 —4e <0; L={ }
g) In(4x-1)-2-Inx =1; Def. menge D: x> 1/4 undx>0 = x> 1/4;
In(4x-1)-Inx? =1; ln-—‘h(z_1 =1; e"‘[“"'”/"z]=e'; Ax-l
X

—5—=€; 4x-1=e-x%;
X
eox—dx+1=0; xlz_——M %= 1,152 x=0319
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4 Exponentialfunktionen

4.44

4.45

4.46

h) In x> +Inx=1,5; Def. menge D: x>0; In =15 e =eb¥; ==
x=¢e= e =1,649

i) lg%ﬂg(l—%):—l; Def. menge D: x>0 und 1%x/2>0 = x>0 undx<2:
lg[ (1--)]:-1; 10'slv2)a-x2] _ 1971, 5.(1-5)=10" =0,;
2 2 .15

x?-2x+0,4=0; x,2=li-,,/l—0,4; x1 =1,775; x,=0,225
§) lg(x=3)+2-lg(x+2)=3-1g(x+1); Def. menge D: x>3 und x>-2 und x>-1 =x>3;

2
X X
—-—=0];
2 4 7

lg(x-3) +1g(x +2)* ~lg(x+1)’ =0; | % 0; 10l o] _ygo,
X+

-3) 2
CDOED” g (x-3) (P +dx+4)=xP +3x2 +3x 4], 2x2 +11x+13=0;

(x+1)°
Xy = IR = 1,719 sowie x, = 3,781 nichtin D, daher keine Losungen: L= { }

k) In(x+3)-Inx=5; Def mengeD:x>-3 und x>0 = x>0; lnx—"'3 5; e'“[(’“”/"]:es;

3_o5 x43=eS.x; x=5—1=0,0204
o

Dig(x+2)+Ig(x-2)= 4lgx; Def mengeD:x>-2 und x>2 und x>0 = x>2;
Ig [(x+2)-(x-2)] =g x*; 1g (x*-4)=1gx*; 108039 = 10%x" ; x2_ 4 =x* Substitution u=x?%
w-u+4=0; Uy, = —511’%—4 ; keine (reelle) Losung fiir u und in der Folge auch nicht fiir x;
L={}

a) X' =3, definiert fiir x> 0; lgx®*=1g3; (Igx)* =g 3; lgx =1Ig3 =+0,6907;
Umschreiben in eine Exponentialgleichung: x; = 10%°% = 4,906; x, = 10°%¢" = 0,204
b) x'“" =2, deﬁmert fir x>0 In X"*= ln 2, (Inx?=In2; Inx=+In2 = 0,8326;

hreiben in eine Expc Y‘ tXp=e” 08326 =2,299; x, _34‘326_0435
c)2'+""—4 definiert fiir x > 0; 2'*8%=22 1+1gx=2; lgx = 1; 10'“-10' x=10
d) 3-5'% = 0,6, definiert fiir x> 0; 5'“—02-——5" lgx=-1; 108*=10"; —-%=-0,1
a)In2=2; P -2, E_g2, p-2
) ’ ’ P=33

b) lgll=3; 1001) = 10%; ll=1o’=looo; 1=1000-1,
0 0

) 1g1l=-2; 1080/ _ 102, [l=1o"=o,01; 1=0,01-1,
0 0

d4) ln§=—2; ) _ 2, %:e'z; a=2-¢2=14,778

£

¢) Inxo-Inx=k; InXoog; ehbo/n) gk, Xo _ok. y_X
X x e

|

f) lgt-lga=2; lg§=2; 10%) = 102 §=1oz=100; t=100-2

Losungsvariante: 1gt—lga=2; lgf =2; lgi =1g10%; ==107 usw.

t
a
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Ingenieur - Mathematik 2 - Durchgerechnete Losung

2 _nl0=q: In—2-= g ebleml_ga. Lo o 1

4.46 g) lnP Inl0=q; ln10 q; lns.p q; e ed; 5 el p et
) lg2=a; 1080 10n 2100 2.0 =x+l; x=2-10"—1=—2 -1

x+1 x+1 102

e*?-1=b; e?=b+1; Ine™=In(b+1); x+2=In(b+1); x=In(b+1)-2

j) t=T-v=InR; %= “InR; (—) =-InR; InR= -() ') s R= e{‘)z

4934 9%
5724 2557-2224 4934 4934
- T . - T . _ _
k) p=e ; Inp=Ine ; Inp=2557 T ; T 2557-Inp
)} lna-lnl=1; In2=1; Infa-x)=1; ™ =¢'; a-x=e; x=2
X /x a

t
447 a)R=e T; InR=lne T; lnR=—%~lne; lnR=—%; t=-T:InR
b) I=I,-e™*; L=<e"""‘; lnl=lne'""‘; Ini=—p.~x; —p-x=Inl-Inl,; |.1=l~lnl—°
I, T T X 1
1 1

9L=10-gL; 1gl=L.r; 10800 o0, L_jot; 1-1,.%10t
L’ °I, 10 Io

.(l]b b

dR=e'"; InR= lne ; InR = { ) Ine; InR= { ) (—) =-InR;
)\ t 1t , ’
(—) =Inl-InR; (—) —ln—, ln t=T- ln—-
T T

k-1 x-1
e)£=(y£J 5 ln‘~_ll:'—=ln(%] B ln%:(x—l)-ln%; In —Kln —lnv
2 1 2 !

T, \V T, 1 1
In((Tl/Tz)) +
1n(Vo/V,
xl x
L:(ﬂ) “ H ln£=ln(ﬂ) * H lnL=K—_l‘lnp—'; K‘ln3=x~lnﬂ—lnﬂ;
T, \p T, P2 T, x p T, P2 P2
In(py/p,) _ Inp,-inp,

T in(pi/p2)-In(T,/T;) ~ Inp—Inp, - T, +In T,

-S, S8
g) S2 —S|=m'R«lnﬂ; SZ_SI =1nﬂ engl =e'“(9l/92); ﬂ=e#
P2 m-R P2 P2
R 2mel 2nel 2nel
. . ns e i 2zed
B C= 2nel ; 5=2nel; e"'=ec ; 5=e° . R=reC
In(R/r) r C r
v,
mz W v
DWemR T2, W __;nY2, aRToe %; emkT Y2, v, _vy,.¢ mhT
Vi m-R-T V
. B B, n(E/m) 2 _ g0t
a=-—In2%; -o-p=h2 =e =e ¥
)] P p=hg F
. _2k, w2 _2k, _ 2%k, 2 2k 2
k) vz=ﬂ-[l-e m ]; kv e "‘s; e =1-kv ; Ine "‘s=ln(l———kv );
k m-g m-g mg
k-

2 W2 w2
_2, .s: lne-ln(l— il ); —&~s=ln[l—k—v-); s=—£~ln[1—k—v]
m m-g m m-g 2k mg
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4 Exponentialfunktionen

R R .
447 l)i=%~[l—e L']; R _j_e1 e Ll=1-%; ne & —ln(l——)

0]
R iR R iR
—-E~t»lne—ln(1 F) —I't—ln(l—v), t—_i ln(l—ﬁ 1)

448 a)y=23"= (V)= b)y=2,87%= (2 * =28 g =9t = (M09l = M09

1y ""“% x(Inl-In2) _ _-xin2 '% - %"""" —tIny04
d)y=(§); y=e 2= =e 9y=042; y=e? =e v
449 2)i=0,50-(1-0,559=0,2; 1-0,55'=04; 0,55'=0,6; In 0,55'=1In 0,6; tIn 0,55 =1n 0,6;
In0,6 _ .
Y inoss 08 s
i=0,50-(1 - 0,55% = 0,45; 1-0,55'=0,9; 0,55'=0,1; In0,55'=1n0,1; tIn0,55=1n0,1;
In0,1 _ .
t=i0ss =85S
b) 9$=20(1-0,7¢"*)=12; 1-0,7¢"°=0,6; 0,7¢'*=04; eV*= ;; Ine¥= ln;
—i»lne=lni; -t =lni; t=—15~lni =8,4 min
15 7 15 7 7
9i=5 -(1 —eT0)=0,95; 1—e-'/°v’75 =09; ¢ =0,1; Ine™* =In0,1;
-Ine=1n0,1; ———=1In0,1; t=—0,3751n0,1=0,86 s
0 375 0 37

d) ug=25-{1-e¥)=12; 1-e7¥* =0,48; ™" =0,52; Ine™V* =In0,52; -L ne=In052;
-1 —1m0,52; t=—n0,52=-0,031n 0,52 = 0,020 s
T

e)u=40-eV"=20; e/ =05; Ine* =In0,5; —= lne—ln05 - ==In0,5;
t=—7In 0,5 =-0,0004-In 0,5 = 0,000277 s = 277 ps
0N=N°‘e"‘"=%~N0; e"“:%; lne'“:ln%; —A-t-lne=Inl-In2; —A-t=-In2;

In2 In2
t=Tip= 22_ =331649 s = 3,84 Tage
2 T 20910 &
g)l=l.)-e"‘"’=?lo; el = % Ine™® -ln%; —p-d-lne=Inl-In2; —p-d=-In2;
o2l 2
d=d, o5 " L3em
450 N=No~e"‘"=%~No; e'“:%; lne"‘":ln-;—; —A-tdne=lnl-In2; —A-t=-In2;

451 a) A=Ay-e™; i=e"“'; lni=lne'“; lni=—l-t-lne; lni=—x-t;
Ao Ay Ao Ao

1, A_ 1 1 1, A
=-x-lnA—o=—x-(lnA—lnAo)=I~(InAo—lnA)=x-lnT°
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— Matl tik 2 — Durch 1 1

451

4.52

4.54

4.55

b) 5=50-¢%2t; 01=¢0%2t; 150,1=1ne®*?!; 1n0,1=-0,012-t-Ine; In0,1=-0,012-t
t=-%~192s

c)A=A°~e"“=%-A0; e M=, lne"‘":ln%; —A-t-lne=Inl-In2; —A-t=-In2;

a)ln —ln— 0,47
i
- - - 8
DY (AN LR E RS L. P SN TR - S E R .
2. V3 Vs y. 5 y

¥y ~3,lcm; )73—5 ¥,=2,0cm; y,,—

£,
H
Qe
=1
<
s
—
1%
Pt
(]
<)
o
]
—
< IS’
—
s
<)

F ’ F F
F=F;-e*%; e**=—; Ine"* =ln—; pa=ln—; a=—In—;
¢ Fg [T ]
) a=——.1n2% = 0,423 rad = 0,423. 18 24 10
0,25 180

1 1

o =1 020 =1589°
b)a=gocln 150_1151|rad =659 c)m_o,25 In7os = 2773 rad = 158,9

-24x _ 1

l(x)=l.,-e'2"‘“=l-lo; e =2, Ine InZ; -24-x-Ine=Inl-In2;

In2
-2,4-x=-In2; x—ﬁ=0 ,29 m =X,

a) Temperatur im Kiihlschrank = anféngliche Temperatur der Milch: 8(0) =21 - 17 =4°C
Temperatur im Zimmer = Temperatur der Milch nach sehr langer Zeit (t geht theoretisch

nach e): 17-¢™* geht gegen null; also geht 9 fiir t nach o gegen 21 — 0 = 21°C
_08 _05 o % 1
b)21-17.¢e *=10; 17e *=1l;e *=—; lne * =lh—; -—= lne ln—
17 17° 17°
05 _, 11 05 _
gt " (117 LISk
- 3 - - 3 - 3 t 3
Z91-17.e M5. _3 __ L. s _ 3. LS _1n3. ' jne=lno.-
c) 18=21-17-¢ »°; T e ;e 7 Ine ln”, s Ine ln”,
t 3 3
l’?-lnﬁ, t= l,lS-InE = 2,0h
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4 Exponentialfunktionen

2 .
456 a)p?=1-Z; pi=1,-Z; L=10-1gE =10.1g % =10-131 (beide indB)
Po Ip-Z Iy
b L, =1o.1g1i Schallpegel bei L, L, = 10~lg? Schallpegel bei Verdopplung von I (beide in dB)
0 0

L,=10-Ig ? =10-lg (2%) =10-1g2+10-Ig ll ~3+L,. Eine Verdopplung der Intensitét
0 0 0
erhoht den Schallpegel um 3 dB.

@p?
P

2
L,=10- lgp—2 Pegel beip; L, = Pegel bei Verdopplung von p (in dB).
Po

2

L,=10.1g%0" -
Po

Schall(wechsel)drucks erhoht den Schallpegel um 6 dB.

2 2
lO-lg(4~:—g] =10-1g4+ 10-lglp)—g- ~6+L,. Eine Verdopplung des

2
457 Schallpegel L=10-1g%- =20 1g£ mit po=210" N/m® (Beisp. 4.22, Lehrbuch S. 103);
Po

Schallpegel im Raum: L; =20- lg—-

Raums: L, = 20-lg— 20. lgﬂ— ~54 dB; Schalldimmung der Wand L% - L, =26 dB.

. 001
Alterative Rechnung: L, — Ly =20-lg—20L 201522 _ =20 1%
mmative Rechaung: L2 - g g (g2-10'5 ZlO )

0,01/2:10 01
=20-1 i(—)) =201g%% 2648
& 0,2/2:107 €02~
L el L L
L1, o0 & o_l. 0 -12
4.58 L=10~lg—, ——lg—, 100=10 '; 10°0=—; I=I,-101° mit Io=10"2 W/m? als
0
Schallmtensnat bei der Hbrschwelle (siehe Aufgabe 4.56).
L=l 10'°=1., 108 1, =1,- 10'°=10 10895 =1, 10'0 =1,-10%4;

Io106 +14-10% +1,-1054
Iy

I+ +]3

L=10-Ig =10-1g =10-1g(10° +10% +10¢) ~ 67 dB
_90.1oYa.
459 Gy=20lg%;

Uy 10_ U, o e oy .
—10=201g22; -2 497wy % 10 w=l2; U, U, 10 B,
0=20-lgy —35=le, U, 2T

v U T
analog: —4=20~lgU—’ = Uy=U,-10 2° U;=U;-10 20.10 20 =.U,-10 Nz_s. U,
2

Us:Up=1:5.
Warum werden die dB-Werte addiert?

GU—ZOIg 201g(”J 32) 20[lg +1gd2 )ZOIg +ZOIg

=-4dB-10dB =-14dB. Losungsvariante: 20- lg— =-14; daraus U;: U;=1:5.
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U,
de Va6 1oV _ 03 10%001 o103, Ya _q9-03.
4.60 20 lglo-m" =-6; Ig0,0| =-03; 10 =107 001 =107
U, =0,01-10* V ~ 0,0050 V = 5,0 mV
4.61 U Ausgangsspannung der ersten und auch Eingangsspannung der zweiten Ubertragungsstrecke;
220128 =20.1¢ Y2. Y |20 1gY2 +1g Y 1= 20-1g Y2 +20.1g % = 4-4=-3;
Gy =20 1gUe 20 lg( o Ue] 20 (1; . +lgU=) 20-1g+20-lg - =—4-4=-8;
U,
g
20-1g22=8; 1gYe-_04; 10 % =104 Ys_10%4; U, =10°4.01V~40mV
UQ UG UG
4.62 Graphische L8sung durch Ermittlung der Schnittstelle(n) der Graphen von y = f(x) und y = g(x).
a) fx)=2% gx)=x+1 b) f(x)=3" g(x)=-x/2+0,8
5 %
T35 0 o5 T 15 2 %
Losungen: x1 = 0; x,= 1 Kein Schnittpunkt, keine Lésung
X
O f(0=2<" g(=5x+3 9 fo9=2:5 2 gy =xi-x-1
y
16 y
50
y = 56x+3
105 0 05 1 L5 2 25 3y
Lésungen: x; ~—0,3; x2~ 1,8 Lésungen: x; ~-5,1; xa =~ -1,1; x3~ 1,7
4.63 a) fix)=Inx; g(x)=-x b) f(x)=2In(x +1); g(x)=-x+3
y y
2 i y=21n (x+1)
15 25
! y=Inx 2
05 s

1 125 15 175

-5
-1 0.5
-15 . + >
2 0 05 1 15 2 25 3 x
Losung: x ~0,6 Losung: x ~ 1,3
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4 Exponentialfunktionen

4.63 ¢ f(x)=%-ng+«bc+l; g(x)=2

d) f(x)=x"In (x+3) ; g(x) =2x

yiu YA
STTTIITT T I T + g
25 J——} i N
=2 y I )| 2 7
‘ ] ! i : / S
15 : 3 -25/2 {5 71 o os 1 1fs 2
l'—/ | /‘)iz.,,,,‘,
y =l(1g XWX 1 . i
051 i ‘i" = V2% — i ]
+ 4 > |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 y -6 L
Lésung: x =~ 2,4 Losungen: x; = -2,5;%2=0; x3= 1,4
4.64 a) b)
2
1
> >
X X
D d
) ) ) )
1 1
> >
2 3 4 5 o 1,72 3 4 5
- -
2 2
X b3
€
) ] .
2
1
> > |
4P 2 4/6 8 101214 16
2
3
2
>

4.65 a)n=10*210"2s
b) n2=10%21s
¢)n®=10""2ca. 2,8 h
d) n® =10'"% 2 ca. 11,6 Tage

n~log2n=6,64‘102 2ca.7-107%s
n-log, n=1,00-10* 210725
n-log,n=166-10° 2 ca.1,7s
n-log,n=1,99-107 2 ca. 20s
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°)

€)

467 a)

©)

€)

y
\-nw

1.10°
100
> 10
P12 3 4 5 6 7 8
0.1
X
1.10°

0 1 2

1.10°

3 4 56 7 8
x

100
10 -

01 2

3 4 56 7 8

X

b)

b)

d)

1.10%

100

10— .

)
0 172345678
X
6
4
> 2/
//
q 1 0 1
1 p
X
8
6
4
> 2‘/
a1 1] 0 1|)0
-4
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4.68

4.70

4.71

a) 100 b) 10
10
> >
0
0.1 f o
X X
9 1.10° 9 10
100
I 0
01 1 0
X X
© 10
1 o 4.69 a) Im ordinatenlogarithmischen Papier
> b) Im doppeltlogarithmischen Papier
04 ¢) Im abszissenlogarithmischen Papier
0.01 d) Im doppeltlogarithmischen Papier
¢) Im ordinatenlogarithmischen Papier
X
e 9(t)=c-e7*;
g zur Bestimmung von ¢ und k werden zwei Punkte
° 100 —— gewihlt, die moglichst nahe der Geraden liegen:
g CT— (0/200), (6/23,3). Einsetzen in die Funktions-
£ 10 leich erglbt ein lineares Gleichungssystem:
3 I 200 =ce™®
2 0 1 2 3 4 5 6 IL233=ce*
t in min 1= c=2(fl0;k Py
. L i . 23,3 =200 |: 200; 0,1165 =&,
Die Punkte licgen im ordinatenlogarith- 14 1165 = 1 ¢, In 0,1165 =~ 6k = k =0,358;
mischen Papier auf einer Gerade
() =c-e™ =200-¢703% =200- (6035 =200.0,70"
10 y = ¢-x"; zur Bestimmung von ¢ und n werden zwei

>//

1 0 100

X
Die Punkte liegen im doppeltlogarithmischen
Papier auf einer Gerade; daher liegt eine
Potenzfunktion vor: y = c-x";

Punkte gewdhlt, die moglichst nahe der Gerad
llegen (10/2 5), (80/7,2). Emsetzen in die Funk-
hung ergibt ein | Gleichungs-

system:

L25=cl0";] = c= 22

5 —=; inII einsetzen:
10"
I 7,2 = c~80“
72= 80"72 25— 72= 25( )
2,5

7,2=2,58"]:2,5; 2,88=8"1n2,88=In8" In2,88=nIn8; n~0,5; c= == ~0,8;
10"

y=08- x2=08- Jx (die Funktionsgleichung héingt von der Genauigkeit der abgelesenen Punkte ab)
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Ingenieur — Math ik 2 — Durchg h Losung

4.72 Die Funktionsgleicl héngen von der G igkeit der abgel Punkte ab. In diesem Sinn

sind die folgenden Ldsungen zu sehen.

a) Gerade in einem ordinatenlogarithmischen Papier: Exponentialfunktion y = c-e**.
Abgelesen: P(-4/0,01) und Q(2/4);
I: 0,01 =ce™
:4=ce*
I =¢=001e*inlI emsetzen 4=0,01-¢".¢™=0,01-¢%; Multiplikation mit 100 fiihrt auf
400 = e%; In 400 = In e%; 1n 400 = 6k-In e; In 400 =6k k=1,00; ¢ =0,01-e*~0,54;
y=0,54-¢=0,54-2,7

b) Gerade in einem ordinatenlogarithmischen Papier: Exponentialfunktion y = c-a*.
Abgelesen: P(-4/100) und Q(0/2);
L 100=ca™
I_2=ca’ = c=2; inleinsetzen:

100=2a" 50=a" a= JI ~0,38.
50

y= 2.0,38x = 2~(e"' 0.38) = 2.6—0,98-)(

¢) Gerade in einem doppeltlogarithmischen Papier: Potenzfunktion y = c-x".
Abgelesen: P(0,6/0,1) und Q(1/0,8);
I 0,1=c0,6"
I 08=c1" = c¢=0,8; inI einsetzen:
0,1=0,80,6" 0,125=0,6" In0,125=1In0,6"1n0,125=nIn 0,6; n=4,1
y=0,8 x*!

d) Gerade in einem doppeltlogarithmischen Papier: Potenzfunktion y=c-x".
Abgelesen: P(0,7/1) und Q(6/2);
I 1=¢0,7"
I: 2=c¢c6"

& " »
IIdurchIerglbt2——,2=(i];1n2 ln( ] In2= nln—,n 0,32;
0,7" 0,7 0,7

== o 0’71“, S0 y=1,120%
473 a) sich2]= l-(ez" —e)=4,022 b) sinh(-18) =%~(e"" —e19) = 2042
0 coshzl = (6¥ +e) = 4,144 &) cosh(-2) =3 +°2)= 4,144
o cosh0=5~(e +e0)= %~(1+1) =1 t)tanh2—smh2 =0,964
g) tanh 0,4 = % =0,380 h) tanh (-1,8) = ::;:(("1 ?) =_0,947

4.74 a) cosh? x —sinh? =-:—-(e"+e"‘ -%~(e"—e"‘)z=
=—‘l;(ez" +2e%e™ +e'2")—z( -2*e™ +e'1")=2-2-%'e"e"‘ =e’=1
b)coshzx+sinh2x=%~(e"+e"‘)z+%-(e"-e"‘)z=

= % (e r2ere™ ve e % (e —2e%e™ +e)= % (6% +e™)=cosh2x
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4 Exponentialfunktionen

475 a) VA b) Graphisch: ca. 0,3 s bzw. ca. 0,7 s.
8 m/: T T
f, S R S S A Rechnerisch: v=6- tanh”“
6 - 7 — Vo 98t v 9,s|~:
: T t 3 6 "6 6
AT 981t Voo b aranhY
> | 3 tanhs,t 981 a.rtanh6,
AT T
! T | [ v=25m/s: t= 81
o 05 1 15 2 25 t
st v=5m/sit=073s
¢) Graphisch ca. 0,35 s. Rechnerisch: v=3m/s: t 98| artanh— =0,34s
d SA 2
) lmmﬂ o o o s(0,1)=6—~1n( hm) =005m
1250 : ohnel ;
1000 H ? L s(l)—‘— ln(coshgssI I) =36m
0T T Zum Vergleich ohne Luftwiderstand:
SO0 -

‘ = - L981.012=005 m;
A7 Eubidersmd S0 = 3:981-01°=005 m;

: — HEEA > s(1)=4,9m
0 25 50 75 100 125 150 175 200s ¢

25015

f) Graphisch: ca. 170 s; zum Vergleich ohne Luftwiderstand: ca. 15 s.
Rechnerisch bei Luftwiderstand:

1000 = 9—3— ln[cosh (9 81 t)]; 272,5= ln[cosh (9 81 t)]; 2725 —ghl-1,

272, 981 ). 981 ms) ,_ 6 272,5)
[ cosh( t), - ‘t= arcosh( ), t—m arcosh( )~167s

Rechnerisch ohne Luftwiderstand: 1000 = %~9,81 2 t= \/203,87 ~14s

4.76 y(150)=100- coshm =235,24; R(150/235,24). Durchhang d = 235,24 m-a ~ 135m

4.77 a)y(0)=800 coshs—g0 - 791 =9 m iiber dem Erdboden

b) Parabel: y = ax® +bx + c. Da die Parabelachse mit der y-Achse zusammenfillt, ist b = 0.
y=ax’+c; Parabelpunkte P(-40/10), Q(0/9):
I: 10=a(-40)*+c
L 9=a0’+c => c=9 inleinsetzen: 10=2-1600+9; a= #; Parabel: y= ﬁ«’w;

Kettenlinie: y(20) = 800 cosh— -791=9,250013; Parabel: y(20) = — 201 +9=19,25000;
Unterschied: 9,250013 m -9, 25000 m=0,013 mm
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©
83 <

25 . __
4.78 a)8—200~cosh%+b, b=-193,6m

b) y(0) =200 - 193,6 = 6,4 m. T
Der Abstand betrigt 6,4 m; der Mindestabstand .
ist eingehalten 5

re
L
i

-o.-H»A\ o f

T
i

-25-20-15-10 5 0 5 10 15 20251‘1:x

479 a) arsinh2,6 = 1n(2,6 +2,68 +1 ) =1,6837
b) arsinh (~0,4) = 1n(- 0,4+:J(-0,4) +1 )= ~0,3900
Qarcosh 1,5 = Infls++1,5 1= 09624
d) arcosh 1= ln(1+\/ﬂ) =0
¢)arcosh 4 = Inf4-+ V47 1) =2,0634
f) artanh 0 = %«m% =0

1+0,3

o3 0,3095

=1
g) artanh 0,3 3 In X
=108 __
h) artanh (-0,8) 2 In 1708 1,0986

4.80 a)y=arcoshx oderx=coshy = %~(ey +e"). Setzt man u = ¢’, so erhélt man

X= % -(u+1/u) oder umgeformt u? -2xu+l =0.

Losung dieser quadratischen Gleichung nach u:

u =x+Vx2-1>0 sowie u,=x-vx>-1<0, jeweils fir x>1.
Nur u; = €’ ist moglich, da e¥ > 0.
y=arcoshx=Inu, = ln(x+«)x2—1),x2 1
&Y —eY

e +e’
u-l/u
u+l/u
Dabei muss der Bruch positiv sein, d.h. |x|<1!

Dau’=(e')’ =e” folgt aus e? = :t—:

b) y =artanh x oder x=tanhy=

oder umgeformt u? = :+—§-

Setzt man u = ¢’, so erhélt man x =

2y=ln:t—§ oder y=artanhx=%~ln‘+—x
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5 Kreisfunktionen

5 Kreisfunktionen

38cm
5cm
Taschenrechner: sin 50° = 0,766

352:’“ =0,64 = cosS0° ~0,64;

Taschenrechner: cos 50° = 0,643.

51 a) =0,76 = sin50°=0,76;

b)

c)-s%—IZ = tan50°~ 12

Taschenrechner: tan 50° = 1,192,

42cm
d =0,84;
) % om 0,8
" hner: cot 50° = -
T cot 50 50° 0,839.
)352—““ =064 = sinld0°~0,64;
Taschenrechner: sin140° = 0,643.
f) ?ﬂ =0,76; da der Kosinus von 140°

jedoch negativ ist (Kreisfunktionswerte
sind Koordinaten!), gilt: cos140° ~ - 0,76;

Taschenrechner: cos140° = - 0,766

g) Tangente an der 1-Marke der x—Achse zur
vorzeichenrichtigen Anzeige von tan 140°!

=0,84 = tan 140° ~ - 0,84;

42 cm
5 cm
Taschenrechner: tan 140° = -0,839

h) Wegen cot o = 1 muss der Strahl von O
tana

nach P wie beim tan 140° nach hinten verlingert

werden!

6,0 cm

——— =12 = cot 140°~-1,2;
S5 cm

Taschenrechner: tan 140° =—

~-1,192
tan140°

P,
5cm
sin50
08) cos50°

lca. 3,8 cm

1x

tan 50°|ca. 6,0 cm

ca.3,2¢cm

wog
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I ieur — Mathematik 2 — Durch b Lésungen

B £

51 i) ?ﬂ =0,86; da der Sinus von 240° jedoch
negativ ist (Kreisfunktionswerte sind
Koordinaten!), gilt: sin 240° ~— 0,86;
Taschenrechner: sin240° = — 0,866

) 2,5 cm =0,5;
5 cm
da der Kosinus von 240° jedoch negativ ist,
gilt: cos 240° = -0,5;
Taschenrechner: cos 240° =-0,5
k) Tangente an der 1-Marke der x—Achse zur
vorzeichenrichtigen Anzeige von tan 240°!
87 oM _17 = 1an240°~—1,7;
5 cm
Taschenrechner: tan 240° = - 1,732

/
ca.29em /

/

/!
/
1| cot 240° |,/
7/

tan 240°

wd J'g 'ed

\sin 2407

I) Wegen cota = #‘; muss der Strahl von O nach P wie beim tan 240° nach hinten

verlingert werden! M =0,58 = cot240°~-0,58;
Taschenrechner: cot 240° = 1 ~-1,192
an 240°
m) 29% =0,58; da der Sinus von 325° y1
jedoch negativ ist, gilt: sin 325° ~—0,58;
Taschenrechner: sin 325° =—0,574 £
o
n) 45‘ M _0,82 = cos325°~0,82; © ca. 41em
Taschenrechner: cos 325° = 0,819 326° cos 325°
35cm _ g ] J P
0) =——=0,70; da der Tangens von 325° o sin 325 ¢
5cm o tan 325° &)
jedoch negativ ist, gilt: tan 325°~-0,70; 8 i
Taschenrechner: tan 325° = - 0,700 \ P
p) lﬂ = 1,42; da der Kotangens von 325° cot 325°
Se ca. 7.1¢em
}EdOCh negativ ist, gilt: cot 325° ~—1,42;
Taschenrechner: cot 325° = N -1,248
tan325°
y
1]
5.2  a)sin20° <sin30°
b) c0s20° > cos30°
) tan20° < tan30° | _ tan30°
. sin30°
20 sin20° ltan20
] cos30° 1 x
©0s20°

>
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5.2 d)sin40° <tan 40°

€) sin 40° = sin 140°
f) cos 40° > cos 140°, tand0°

da cos 140° < 0;

cos 140° =— cos 40°

‘ cos140° ) cos40° 1 X
V1 cos50°
@) sin 50° > sin (-50°),
sin (-50°) = — sin 50°
tan40°
h) cos 50° = cos (-50°) 220° sin50° [tan220°
i o — o 0
i) tan 40° = tan 220! %o
507 1 x
sin(-50°)
cos(-50°)

5.3 a) Die Dreiecke MAB und MCD sind
deckungsgleich;
daher sind
CD =sin (90°~c) und MA =cos o
gleich sowie
MC = cos(90° — o) und AB=sino
gleich.

b)

Die Dreiecke MAB und MCD sind deckungsgleich; daher sind CD und MA gleich:

sin (90°+a) = cos a.

Ebenso sind CM und AB =sina gleich. CM ist gleich dem Betrag von cos (90°+a), cos
(90°+a) ist als x-Koordinate von D negativ: cos (90°+a) = —sin a.
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54 a)

b)

sin(180°-a) sina

L
1 C M A1y -1 C cos(180°-¢) M cosa A1y

Die Dreiecke MAB und MCD sind deckungsgleich; daher sind AB und CD:

sin (180°-a) = sin ..

Ebenso sind MA =cosa und MC gleich. MC ist gleich dem Betrag von cos (180°-a), cos
(180°-a) ist als x-Koordinate von D negativ: cos (180°—c) = - cos a.

y y
1 1

180°+a 5

/ ™ s:na

1 M A1 x
sin(180°+a) cos(180°+a)

D

K]

Yy Die Dreiecke MAB und MCD sind deckungsgleich;
daher sind AB =sin a. und CD gleich. CD ist gleich
dem Betrag von sin (180°+a); sin (180°+c) ist als

tane y-Koordinate von D negativ: sin (180°+a) = —sin «.

180“*::1/ tan(180°+a)

3 M T x Auch CM und MA =cos a sind gleich. CM ist

gleich dem Betrag von cos (180°+a);

cos (180°+a) ist als x-Koordinate von D negativ: cos

(180°+a) =—cos .

Tangente an der 1-Marke der x—Achse zur vor-
zeichenrichtigen Anzeige von tan (180°+a)! Daraus
unmittelbar tan(180°+a) = tan o.

y
1

_— Die Dreiecke MAB und MDC sind

deckungsgleich; daher sind
MA=cos & und CD gleich,
CD ist gleich dem Betrag von
sin (270°+a); sin (270°+a) ist als
x—Koordinate von D negativ:

sin (270°+0)= — cos a.

270%+¢

Ebenso sind MC und AB gleich,
also auch cos (270°+o)= sin a..
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5 Kreisfunktionen

54 ¢)
( x
sine tana
1% 1%
sin(360°-2) tan(360°-a)
Aus den Abbildungen liest man ittelbar ab (Vorzeichen beact die Kreisfunktionswerte sind

Koordinaten von Punkten am Einheitskreis!):
sin(360°—a) = — sin a; cos(360°—a) = cos a; tan(360°—) = tan a

5.5 b) y1 )
NN
Im 1. oder 2. Quadranten Im 1. oder 4. Quadranten Im 1. oder 3. Quadranten
9 i 9 4 n Y
; \ \% :
AR \
05 %
I
|
,
-3
Im 2. oder 3. Quadranten Im 2. oder 4. Quadranten

Im 3. oder 4. Quadranten

5.6 Die Zuriickfilhrung auf Kreisfunktionswerte spitzer Winkel entnimmt man der Abbildung. Dabei ist
auf das Vorzeichen zu achten!

a) sin 160° = sin 20° b) sin 201° =-sin 21° ¢) cos 144° = - cos 36°
y y y

1602
i oy ﬂggﬂm

sin 201
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18 -3

5.6  d)cos218°=-cos38° e) sin 315° = —sin 45° f) cos 298° = cos 62°
y Y. y

i) sin 400° = sin (40° + 360°) =

=sin 40°
J) sin 520° = sin ( 60° + 360°) =
=sin 60°
K) cos 485°= cos (125°+ 360°) = ) cos 1000°= cos (280°+ 2-360°) =
= cos 125° =— cos 55° = cos 280° = cos 80°
y y
1
AN @‘M\\
w1 X QN> =
cos 280°
cos 80°
5.7 a)sina=0 = b)cosa=0 = ¢)sina=1 = d)cosa=1 =
oy =0°, a, =180° oy =90°, ap =270° a=90° a=0°
y y

N R
W

1= flcosa=-1 = g)tana
70° o =180° o

y
K w l
0= b)tana=1 =
oy = 45°, 0 = 225°

A A A R
G K0 (2 €85

< o
N
&
I
—_
3
(=3
°
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5 Kreisfunktionen

58

5.9

5.10

sina = sin (180°- a); sin a = sin(360° + a); cos a = cos (360°—a); tan o = tan (o + 180°)
a)sina=032 = a;=18,7° o, =180°-a, =161,3°
b)sina=0,67 = a;=42,1° ay=180°-a; =137,9°
c¢)cosa=0,86 = a;=30,7°% a,=360°-a; =329,3°
d) sino=-0,44 = o* =-26,1° mit Taschenrechner, o* jedoch nicht zwischen 0° und 360°:
=360° + o* = 333,9° o, = 180° — a* = 206,1° (da sin o* = sin(180°—a*))
e)cosa=-0,17 = o;=99,8% o, =360°-a,; =260,2°
ftana=192 = oy =62,5° o =oy + 180°=242,5°
g) tan a=-0,35 = o*=-19,3° mit Taschnrechner, a* jedoch nicht zwischen 0° und 360°:
=a* +180°=160,7°, o = o; + 180° = 340,7°

sin x = (7 - x); sin x = (2% + X); cos X = cos (27 —X); tan x = tan (x + m)

a)sinx=0,44 = x;=0,456; x2=m—x; =2,686

b) sinx=0,70 = x;=0,775; x2=m-x; =2,366

c¢)cosx =081 = x;=0,627; x2=2n—x; =5,657

d) sinx=-0,39 = x* =-0,401 mit Taschenrechner, x* jedoch nicht zwischen 0 und 2=:

=2n+x*=5,883; x,=n-x*=3,542 (dasinx* =sin(n - x*))

e)cosx=-0,75 = x;=2,419; x2=2n—x; =3,864

fitanx =422 = x,=1,338; x2=x,+1=4,480

g)tan x=-10,80 = x*=-0,675 mit Taschenrechner, x* jedoch nicht zwischen 0 und 2n:
x| =x* + 1 =2,467; x;=x, +n=5,608

In a) bis h) hilft es, sich das Problem am Einheitskreis vor llen oder eine diesbeziiglich Skizze
anzufertigen, wobei 1t = 180° sowie n/2 =90°:

a) sin (T —x) =sinx b) cos (T —X) =—cos x ¢©) sin (1 + x) = -sin x

d) cos (m +x)=—cos x €) sin (x + m/2) = cos x f) cos (x+n/2) = — sinx

@) sin (7/2 — x) =cos x h) cos (/2 - x) =sin x

Die folgenden Rechnungen machen auch Gebrauch von der Periodizitét der Kreisfunktionen:
i) sin (x + 37) = sin [(x + ) + 2%] = sin (x + ) =—sin x

J) cos (x + 37m) = cos [(x + ) + 2n] = cos (x + M) =—cos X

k) sin (x + 5%) = sin [(x + 7t) + 4n] =sin (x + ) =—sinx

1) sin(x — 2%) = sin x m) cos (x — 27) = cos X n) tan (x + ) = tan x

0) tan (x — 7) = tan X p)tan(x+31:)=tanx

a) coso = Vl-sin?a =,|1- == _m_y_s__
cosa  4/5 4
b) sina =v1-cos? o =, [1- i =—; tma=ﬂ=%=2
13 cosa 5/]3 5

tano.  _ 3/4

tano. i3, / ’ _'
l)sma—m—JF— > coso=v1-sin®a =, [1- _E
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sina, _ sino coso, _cosa _ .
512 a) =CoS0l b) =sina
tano sino coto oSO
cosa sino
sino. cosa . sina
¢) tana.-cota = ——. 2 2= =] d) tano.-y1-sin®a =
coso. sina cosa
[ cox? o = OSO.
€) cota-V1-cos? o = 2= .sinq = cosa.
sina
sino sina sino sino
1) tane  _ cosa  _ _ cosa —Losa _ging
«/1+tan2a sma cos® a+sin’ o 1
cosa \, 05’ & coso
1 1
= =——=Cosa

) :
Nrum’a |4[sine) [eos’arsin’a {;
*Cosa cos’a cos’o  cos@
" . onc? .
sino _ sina —tana i) Vi-cos?a _sina _

Vi-sin?o  cosa cosa. coso.
o M rtanZe — sino Icos a+sin’a I _sina _
j) sina-v1+tan“o =sina - l+( ) —sma =sina-

h) tano

OOS o VCOS o OOSU.
€osa. €osQL coso coso s
7. - Clarr BT =cos’ a.
l+tan“a 1+ sina cos’ a+sin” o 1
cosa cos’a cos’a
sina sina sino sina .,
7 Tt = =sin’ o
1+cot” o 14 cos® sin’ o +cos’ o 1
sina sin’a sin’a

513 a) c=4a%+b2-2.a-b-cosy =37,0mm; ——=—S = a=761% B=180°-c—y=50,9%
sina  siny

A=%-siny=647mmz
by -2 =% = B=161°% a=180°-B-y=1459% —*—=—°_ = a=908mm;
sinB  siny sino  siny
=Tb‘siny=631mmz
2_-a24¢2-2.a-c- = o, 2 __ b
¢) b =a“+c“-2-a-c-cosp = B=123,2° Sno " sinp = a=29,6°%
7=180°-a-B=27,1°% A=Lb~siny=l631mm
d)y=180°—a-B=93% —*_ = = a=d451mm; —>-=—°_ = b=513mm;
sino.  siny sinB  siny
A=%-siny=1153mm2
e)a= b2 +¢%—2-b-c-cos o =80,4 mm; __a____ = y=224° PB=180°-a-y=107,6°

sina SlI'I'Y

A=3'2—'3~siny = 1532 mm?
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5 Kreisfunkti

5.13 f) Da der gegebene Winkel der kleineren Seite gegeniiberliegt, gibt es zwei Losungen.

a_ _ b = 0. = °_o. = o. = °_q, —B= o.
_sina__sinB = a,=38,7% a,=180°-a, =141,3% vy, =180°-a,-B=111,3°;
3 0. & __ b . S b .
v, =180°-a, -B=8,7% = ¢, =74,5mm; = = ¢, =12,1mm;

siny; smB siny, sinB

A, =%~sinyI =932mm?; A, =TI:'~sin'y2 =151mm?

2 A=-|E~sina =a=57,7° a=,/b2+c2—2~b~c-oosa=60,5mm;

L=_=>p 44,3% y=180°-0 B =77,9°
sinf sina
h) A=T~sinB = ¢=93,0mm; b=+a®+c?—2-a-c-cosB =90,9 mm;
=693 a=180°-B-y=447°
siny smB

5.14 Dreiecke mit den Bestimmungsstiicken in a) und b) sind nicht méglich:

a) Bei Anwendung des Sinussatzes erhélt man: sin o = 1,17. sin B diirfte hichstens 40/50 = 0,8
sein, also B hochstens 53,1°.

b) Die Summe zweier Dreiecksseiten muf grofer als die dritte Seite sein (Dreiecksungleichung).
Diese Bedingung ist hier nicht erfiillt.

5.15 a) (1)B = 180°— o = 145° D C

Dreieck ABC: e= \/az +b? —2ab-cosp =16,7 cm; v

Dreieck ABD: f =+/a? +b?—2ab-cosa =9,0cm; S % b
A=absina=34,4 cm’ ﬁ‘m
(2) Winkel zwischen den Diagonalen: Dreieck ABM: A a
e £\ e f

2
2_(& = =2.2.2. = 0. = = o
a (2) +(2] 2 35 C0sE = £=152,7° 180-£=273

(3) Dreieck ABM: /2= 2 = o, =9,5°%2
sina; sine 2
b) (1) o = 180° — B = 124°; Dreieck ABC: e =\/a2 +b? —2ab-cosp =16,3cm
Dreieck ABD: f =+/a% +b? —2ab-cosa = 28,5 cm;

A =ab-sin o =201,5 cm®
2 2
(2) Winkel zwischen den Diagonalen: Dreieck ABM: a’ =(§) +(£) —2~E~£~cose

= £=119,8% ¢=180-¢=602°
(3) Dreieck ABM: -2 = 2 o _391°¢3

sin ap sine

¢) (1) B = 180° —a=70°; Dreieck ABC: e=+/a® +b? —2ab-cosp =12,0cm;
Dreieck ABD: f =+v/a%+b? —2ab-coso =159 cm;
A=absina =764 cm’

2 2
(2) Winkel zwischen den Diagonalen: Dreieck ABM: a? =(%) +(£) -2.%. L(:ose

= £=533% ¢=180-£=1267° (3)Dreieck ABM: /2= 2 = o, =793 2
sinoy  sing 2
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-5 B =)

515 d)(1) & = 180° — B= 57% Dreieck ABC: e=-/a? +b? —2ab-cosp =429 cm;
Dreieck ABD: f =+a2 +b? —2ab-cosa =29,6 em;

A=absina=371,4cm?

2 2
(2) Winkel zwischen den Diagonalen: Dreieck ABM: a? =(§) +[§) —2'§~;‘OOSS
= £=144,3% ¢=180-¢=35,7°
2 _ a —145022
® sinay  sine = o =147
516 Fp=F +F; F, =F -F; B=180°-a; D c
N el — 2 2 _9.F.F. . ?
Dreieck ABC: |FR|_,/F, +F2=2-F,-F,-cos B ; N w
2

Dreieck ABC: L -

" = o) 2T o—-0
sino;  sinp

Dreieck ABD: |F‘D|=,/F,2+Fzz—2-F,~Fz~cosa; g
m,ﬂ

- - A B
a) [Fe| =425 N; [Fp] =282 N; 01 =39,8% 0p = - oty = 25,2° '
b) [Fe| =215,9N; [Fo| =296,6 N; o1 = 81,0% otz = 00— 0 = 31,0°
5.17 a)y=180°- [o + (180°= g)] = 55° D c
Dreieck ABC: 2= FL = F,=12,5N; z
sina siny 2
Fr F, _ 180°-¢
) S =354N
sin(180°-¢) siny = Fr=35 o /
A 3 B
b) y = 180°— [0t + (180°- @)] = 60°; !
Dreieck ABC: S =2 — pop=osn; — = _ B pop-o5N
siny sina sin(180°-¢) sina
©) y=180° [0 + (180° )] =48°;
Dreieck ABC: 1= F_ L p_gsin; 2o B p 70N
smy sin(180°-¢) sina  sin(180°-¢)
Fr
=98.0% 7= 180° for + (180° o)] = 42.0°
d) Dreieck ABC: 2= = b = o0=28,0°% 1= 180 [+ (180°- )] = 42,0%
F o p=2847N

Siny  sin(180°—@)

5.18 Dreieck ABC:
F2=F2+F}-2.F-F-cos¢ = ¢=>588°
h_B

- - = £=34,8%
sing  sing

Winkel zwischn F, und E,: a=¢+¢=93,6°
Winkel zwischen F, und F;: B =180°- £=145,2°
Winkel zwischen 1_73 und F,: =180~ =121,2%
Kontrolle: 93,6° + 145,2° + 121,2° = 360°.
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5.19 Hohenwinkel sind Winkel zur Waagrechten!

Innenwinkel des Dreiecks ABC:

o—€=50°180°— (B —€)=115°%y=180°—50°-115°=15°
60

Dreieck ABC: —~—=—"_ = x =177,6m
sin50°  sin15°

@=90°+¢=95%

Dreieck BDC: —*—=—" _ — hx162m
sing sin(B-g)

520 o=180°= (90°— &) — (90°~ B) = L+ B;
il = F~168N

Sin(90°—p) _ sing
FZ

0 ang = P2 164N

5.21 x kann aus dem Dreieck AQP mit Hilfe des Kosinussatzes
bestimmt werden, wenn e und d bekannt sind:
Dreieck ABP: ¢ = 180° - a; - B2 = 180° - 54° - 40° = 86°;
294 L 4=713m
sing sinf,
Dreieck ABQ: 8 = 180° - a; - B; = 180° - 35° - 80° = 65°.
a

e
2 ¢ =1304 m:
sind  sinP, = e=1304m;

Dreieck AQP: C=d+e*-2decosas = x=62,6m

5.22 Kosinussatz im Dreieck ABC:
702 =90 + 1102 —2:90-110-coso. = o = 39,4°;
u = (50+40)-cos o = 69,5 mm;
v = (50-+40)-sin o. = 57,1 mm

523 a=25°% B =40° (Normalenwinkel!);
y=180°—a — B =115
B _F o paesn
sina  siny
B _% _ paon
sinf  siny
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524 a=yb*+c?—2.b-c-cos =1,20m; g=a-sinB=0,8056 = d=16lm

525 a) a=(4-2P +(6-2) =+20; b=+22+5% =429 y
c=V5?+12 =426; d=V12+62 =437;
e=v6? +72 =B5; f=32447 =5;
f=a’+d*-2adcosa = o=540,
e=a’+b’-2abcosp = P =138,4°
£=b2+c?-2bccosy = y=569°

e=c?+d*-2cdcosd = & =110,8° 1
Kontrolle: .+ f + vy + 8 =1360,1° (Aweichung von 360° 7 3
rundungsbedingt).

Fldcheninhalt des Dreiecks ABD: A = %'a-d-sinu =11,0;

Flicheninhalt des Dreiecks BCD: A; = %'b-c~siny =115 A=A +A=22,5

b) a=4(B-(4)) +(-3-0F =58; b=+12+6? =437;
c=v22+2% =/8; d=v42+5% =/4I;
e=V62+32 =45; f=+32+82 =73;

f=a’+d-2adcosa = a=745;
e?=a’+b’-2abcosp = B =573%
£=b*+c?—2bccosy = y=144,5°
e?=c?+d*-2.cdcos§ = & =83,7°
Kontrolle: o + B +y + & = 360°.

Fldcheninhalt des Dreiecks ABD: A, = %~a -d-sina =23,5;

Fldcheninhalt des Dreiecks BCD: A; = %'Irc-siny =50, A=A +A;=285

5.26 Die Seite x kann aus dem Dreieck APQ berechnet werden. Dies
kann mit Hilfe des Kosinus - Satzes erfolgen, wenn man noch die
Seite ¢ kennt.

Dreieck APB: E:w/az +b? —2-a-b-cosp =164,6 m;

a _AB =263°
sinf, B sing = Pi=263%
B2=99°-B; =72,7°. 8 =360° - (81° + 132° + 99°) = 48° (Summe

der Innenwinkel in einenﬂ iereck ist 360°).

Dreieck ABQ: ° AB

A5 =2
sinf, sind = c=2115m

Dreieck APQ: x®=a’+c?—2-a-ccoso. = x=218,7m
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5.27 Dreieck AMC:
¢=MC; a=90°-Y=19°; r=—'_~453Im;
2 tana

c=—'_~4792m; CD=c-r=26lm
smmo

3
b-AB—m»r-2a~300,5m

528 a) sin(90°-a) =5sin90° cosa —cos 90°-sina =1-cosa—0-sino = cosa
b) cos(90°-a) =co0s90°-cosa +sin90°-sina =0-cosa +1-sina =sina
¢) sin(180°+a)=sin180°-cosa +cos180°-sina =0-cosa +(-1) -sina = —sina
d) cos(180°+a) =cos180°-coso —sin180° sina = (-1)-cosa —0-sina = —coso.

. o_ B e .
) tan(180°— ) = sin(180 a) 5in180°-cosa.—cos 180°-sina _ 0-coso—(: l)sma _sino _

cos(l 80°—u) cos180°-coso+sin180°-sina (—1) -cosa.+0-sina cosa
f) sin(90°+a) =sin90°-cosa +cos 90°-sina =1-cosa +0-coso = cosa

529 a) sin(x+§) =sinx‘cos§+cosx~sin§ =sinx-0+cosx-1=cosx

T T . . T . .
b) cos(x+5)=cosx~cosi—smx-smi=cosx~0—smx~l=—smx

¢) sin(x —m)=sinx-cosm—cosx-sinn=sinx-(-1)—cosx-0=-sinx

d) cos(x —7)=cosx-cosm+sinx-sinw=cosx-(-1)+sinx-0=-cosx
sin(x+m) _ sinXx-cosm—cos x-sin7 smx —1)—(cosx)-0 _ sinx

¢ tan(x )= ST _ s x:si (=1)~(cosx)
cos(X+m) cosxX-cosm—sinXx-sinm "~ cosx- (—1)—(smx)0 cosx

=tanx

T T LT . N
f) cos(i—x)=cos?cosx+sm?smx=0~cosx+1~s1nx=smx

a) sin(2a) _ 2-sino-cosa

530 n =————=2-cosa
sina sina
b) 1-cos(2a) _ I—(cos2 a-sin’ a) - 1-cos® a+sin® o smz a+sin® o = 2.sinc.
sin(-ot) —sina —sino —sina
) sin(2a) _  2-sinocosa 2-sino-coso _ 2ssina-coso _

= = = =tano
l+cos(20) 1+cos®a-sin®a  l+cos’a—(1-cos’a)  2-cos’al

2
d) (1+c05(200))- 1+ tan? )= [sin? o + cos? .+ cos® a—sin® o) (1 4 Sin == )
cos“ a

2

2.2
cos? a+sin® o
=2-coszoc~[—]=2~cos2
cos™ o

2
€) (1-cos(2a))- (1 +cot? a): (sin2 a+cos? o —(cos® a—sin? a))-[l + %] =

2 2
. sin” a+cos” a . 1
=2sin’ o | F—— |=2-sin - ———=2
sin“a sin“a

—tana
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B B

531 a) sin(300°—a)—cos(150° + o) =
=5in300°-cosa — cos300°- sino — (cos150° - coso. —sin150° - sin o) =
=s5in(360° — 60°) - cos o — cos(360° — 60°) -sina +
—cos(180°-30°) - cosa +sin(180° —30°) -sinaw =
=(sin360°- cos 60° — c0s360° - sin 60°)- cos ot — (cos360° -c0s60° +sin 360° - sin 60°)- sin o, +
~(cos180°-cos30° +sin180°-sin 30°)- cos ot + (5in180° - cos 30° — cos180° -sin 30°) - sinax =
=(0-cos60°—1-5in 60°)- coso. (1 -cos60° +0-sin 60°)-sin o +
—((~1)-cos30° +0-5in 30°)- cos 0. + (0 cos30° - (~1) -sin30°) - sincw =
=-5in60°-cosa — cos60°-sin o + cos30°- coso +sin 30°-sina =
/c0s60° =sin(90° - 60°) =sin30°, cos30° =sin(90° —30°) =sin 60°/
=—sin60°-cosa —sin30°-sina +sin 60°-coso +sin30°-sina. =0
b) cos(300°+a)+sin(150°+a) =
=¢0s300°-coso —sin300°-sina +sin150° - cosa +cos150°-sina =
=c08(360°—60°) - cosa —sin(360° — 60°) -sina +
+5sin(180°-30°)-cosa + cos(180°-30°) -sina. =
=(cos360°- cos60° - sin360°-sin 60°)- cosa. — (sin 360° - c0s60° — cos 360° - sin 60°)- sin o, +
+(sin180°-cos30° - cos180°sin30°)- cos o + (cos180°- cos30° +sin180°-sin30°)-sina =
=(1-c0s60°—-0-5in60°)- cos o — (0-cos60°~1-5in60°)-sincx +
+(0-¢0s30°—(~1)-5in30°)- coso. +(~1-cos30°+0-sin30°)-sina =
=c0s60°-coso +5in60°-sina +sin30°-cosa —cos30°-sino =
/c0s60° =sin(90°-60°) =sin30°, cos30°=sin(90°—30°) =5sin60°/
=5in30°-coso +sin60°-sin o +sin30°-coso —sin 60°-sino =2 -sin30°-cosa =

1
=2~5-cosa=cosa

sin(180°+a) _ sin180°-cosa +cos180°-sina _ 0-cosa+(=1)-sina _
sin(270°+a) sin270° - cosa +¢0s270°-sina  (~1)-cosa+0-sina

©)

tano

d) sina +sin(o +120°) + sin(o + 240°) =
=sina +sino-cos120°+ cosa -sin120° +sin o - c0s240° + coso - sin240° =
=sina +sina -cos(180° —60°) + cos o - sin(180° — 60°) +
+sina - cos(180°+60°) + cosa. - sin(180° + 60°) =
=sina +sina - (—cos60°) +coso -sin60° +sin o - (—c0s60°) + cosa - (—sin 60°) =
=sino —sina - cos60° + cosa - sin 60° —sin o - c0s 60° — cosat - sin 60° =

=sino—2-sino.-cos60° =sina—2-(sina)-%=0

0 o _ -
¢ tan(45°+a)~tan(45°-a)= tan45°+tana  tan45°—tana _ l+tana  I1-tana _
1-tan45°-tana 1+tan45°-tana 1-1-tana 1+1-tano
532 a) cos(60°+a)+cos(60°—a) = cos60°-coso —sin60°-sina +cos60°- cosa +sin 60°-sina =
=20cos60°-cosa=2-sin30°-cosa=2~%'cosa=cosa

Lésungsvariante 2. Summensatz: cos(60°+ o) + cos(60°—a) =
60°+a.+60°—0 60°+a—(60°-at)
) -cos 2 =2

=2-cos

1
c0s60°-cosa = 2-5 +COSQL =COSO
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5 Kreisfunktionen

30°+a+30°—a . 30°+a—(30°-a)
-sin ) =

5.32 b) sin(30°+a)-sin(30°-a) =2-cos

=2-¢0s30°-sina = 2»%~\/3'sina=«/3-sina

Losung auch mit Hilfe des 1. Summensatzes
¢) sin(a +60°) +sin(a —60°) =sino - cos60° + cosat - sin 60° + sin ot - cos 60° — cosa - sin 60° =
=2-cos 60°-sino. = 2-sin 30°-sin o0 = 2-0,5-sin o = sin &.. Lésung auch mit 2. Summensatz
d) Losung mit 2. Summensatz: (von rechts nach links gelesen):
. 90°+a 90°-a.
2-sin—— cosT

2-sin90°i-cosw—_a=2~sin(45°+5)-cos(45°—-g)=
2 2 2 2
=2 (sm45° cos%+oos45° sin— ) (cos45° cos—+sm45° -sin 2)

=2( «/Ecosg+5 2-sin— )( Zcos +— ﬁsm)

=5in90°+sina =1+sina ; Losung mit 1. Summensatz:

2

2
2L feos®4sin®) =1.(cos?®+2.cos%sin® +sin2% )=
=2 (2 ﬁ) (cos +sm2) l(cos 2+2 005251n2+sm 2)

2
=1+2- sm; cos7—1+sm(2 2) 1+sina

tan45°+tana _ I+tano
I-tan45°tana.  1-tano.

tan45°-tano. _ 1-tana

tan(45°-a)=
H ( ) 1+tan45°tano  1+tana

¢) tan(45°+a)=

533 a) cos(2a)=cos’a—sin? o =cos’a—(1-cos’a)=2-cos’a—-1 = cos’a= % [t+cos2a)]

b) (sino.+coso)? =sin? o +2-sino.-cosa +cos? o = 1+2-sina-coso = 1 +sin(2ct)
¢) (sina.—cosa)? =sin® a—2-sina.-cosa +cos? o =1-2-sino -cosa = 1-sin(20)

_sina 2-sina
2-tana 2.sino.-cos? o
) —2=¢°‘2=M———2 sinot-cosa = sin(2a)
l+tan’a  cos®a+sin’a 1 coso
cos?a cos’a
sinfa  cos’a-sina
tan? —— T 2 2
€) 1-tan o __ cosa___ cos’a _cos"a—sin a=cos(2a)
1+tan’ o 1+ sin®a  cos? o+sin® o 1
cos’a cos? a
sino | cosa sm atcos? a_ 1 2 2
f) tana+coto=——+—— = -
cosa.  sina SiNG-COSA  SINOL-COSQL 2SI GL-COSOL sm(2a)
2 2
sina  coso. _sin?o—cos’a _ —2:(cos? o—sin? o 2-cos(2a 2
g) tano—cota == 2% _FL = 2o ) _Zeoso)
cosa  sina sino.-cosa, 2-sinoi-coso sin(2a) tan(2a)

cos(2a) _ cos? o—sin® o cos a-sin? o _ (l tan u,)
1+cos(20t)  1+cos? a—sin? o 2-cos? o,
cosa. sino.  cos®o—sin? o cos(2a.)
o cota—tana
|) —.Smna cosa _ sma COS& smu COSOL _ 005(20.)

cota +tano °°3“+Si“°‘ cos? a+sin® o
sina  coso sina-coso sina-cosa

j) cos*a-sin‘oa= (cos2 o —sin? a)- (cos2 a+sin? a)= (cos2 a-sin? a)~1 =cos(2a)
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Ingenieur — Math ik 2 — Durct och L5

-3 5

5.34 sin3x = sin(2x + x) = sin2x-cos X + cos2x-sin x = 2-sin X-cos X-cos X + (cos’x — sin’x)-sinx =
= 3-sin x-cos’ — sin’x = 3-sin x-(1 — sin’k) — sin’x = 3-sin x - 4-sin’x

1-cos2B _ 1—(cos2 B—sin2 B) _ 2sin® B _ Can &
535 @) sin2B  2sinB-cosP —2sin|}cos|3—tanﬁ_m2
l1-cos2B _ 1-(cos®B—sin2P) _2sin’B . .
b = = =§] =sin—
) sinp 2sinp 2sinp _Smp=sing
. a+B a-8 a+B . a-B
536 g) Snatsind =2's'“T'°°sT=. a+B . sina-—sinB =2'GOST~smT=m
cosa+cosB 2~cosaTm~cosaT_B 2 " cosa+cosB z,ms“T*B.cos“T"-‘
T n .a+B . (a-B =
Il- _I 2.sin X gin[ 2242
cos[a+4) cos(ﬂ 4) sin 2 sm( 2 +2) o-B =
° = +8 [ =-tan T+E =
sin(a+%)+sin(l}—§) 2-sin°‘T~cos(T+E)
o-B b o-B o-B
tan——+tan— —+1 —_—
2 2 _ ten—y =t°“ 7
o-B n o-B o—B
1-tan——-tan— - 2= )1 tan—-1
ol (w2t e

5.37 a) sina+sin(3a) =2 ~sinL23a . cosu—_;a =2-sin(2a) - cos(-a) =2-sin(2a) - coso

a+3a  o-3a

b) cosa +cos(3a) =2-cos =2-cos(2a)-cos(—a) = 2-cos(2a) - coso

_ o
5.38 cos a =sin (o +90°); sino+coso =sina +sin(a +90°) = 2-sina+aTW -msw =

2
=2-sin(o +45°) - cos(—45°) = 2-sin(a + 45°) - cos45° = 2 -sin(c + 45°) - g =42 sin(a +45°)

539 a) 20°. " =0.349 b) 0,48- 18 _ 9750 91130 5730
180° T n
n L3 180°
d) 53°.—2_=0,925 —130°- - =-22 -13-— =-745°
) 53 50 0,92! e) —130° T80° 269 ) -13 - 74,
180° T
7.2 =212,0° 249°. " _ = 4346
g) 3, - 212,0 h) 249 T
5.40 Siehe Lehrbuch Seite 7:
a) ungerade, weil sin(—x) = — sin x, Graph punktsymmetrisch beziiglich des Koordi sprungs
b) gerade, weil cos(-x) = cos x, Graph symmetrisch beziiglich der y-Achse
) ungerade, weil tan(—x) = — tan x, Graph punktsymmetrisch beziiglich des Koordi prungs
541 a) v
1 ) y=sinx
4.Quade m 3.Quadr, 4 Quade 1.Quadr. ||
DZiEE T FS
-1
Nullstell . llen: &, 3% 57
\ 0,1!,21[, Extr 2, 2, 2.

Vorzeichenverhalten: positiv im 1. und 2. Quadranten, negativ im 3. und 4. Quadranten.
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5 Kreisfunkti

541 b)

5.42

5.44
5.45
5.46

5.47

5.48
5.49

Nullstellen: %, 377[, 57"; Extremstellen: 0, &, 27;
Vorzeichenverhalten: positiv im 1. und 4. Quadranten, negativ im 2. und 3. Quadranten.

y Nicht definiert fiir %, 37", 571‘ (Unend-
T lichkeitsstellen).
1 Periode: .
6

1
Die Kreisfunktionen sind periodische Funktionen.
a) wahr b) wahr ¢) wahr
a) xx =3n/2 +k2n b) xk=k2n ) xk=n+k2n
xx =72 +kn
a) streng monoton steigend in [-7/2,7/2] b) streng monoton fallend in [0, 7]
¢) streng monoton steigend in ] -n/2, 7/2 [
a)0 b)n2 c)-n/2 d) n/2 e)0 fin g0 h)-w4
a) sin(n/6) = 0,5 b) sin 0,927 =0,8 ¢) cos 1,369 =0,2

d) cos 2,094 =-0,5 e)tan 0,611=0,7 f)tan 1,326 =4

a) und d) sind sinnvoll

b) und ¢) sind nicht sinnvoll, da der Sinus- und der Kosinuswert eines Winkels zwischen —1 und 1
liegen miissen.

arcsinx+arccosx=g
=F_IT_T =r_r_IT
a) arccos 0,5 2" 83 b) arccos 0,707 2723
in0866=" _T_T d)arcsin05=2 - E_T
¢) arcsin 2763 ) arcsin > "3%%
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Ingenieur - Math ik 2 — Durch 1 L

B 1B

5.52 a) T =2n/0 =2n/1 =2n; Nullstelle beim b) Wir zeichnen zuerst y = sin(t +n/4);
Ursprung, nach der die Sinusfunktion ansteigt: T =2n/0 = 2n/1 = 2n; Nullstelle beim
t+n/d=0 = to=-n/4 Ursprung, nach der diese Sinusfunktion

ansteigt: t+7n/4=0 = to=-mn/4. Nun

Graphen von y = sin(t + n/4) an der t-Achse

spiegeln.
YA

L

)
¢) Wir zeichnen zuerst y = sin(t -n/4); d) T =2n/0 = 2n/3; Nullstelle beim Ursprung,
T =2n/w =2n/1 = 2x; Nullstelle beim nach der die Sinusfunktion ansteigt: 3t—1=0
Ursprung, nach der diese Sinusfunktion = =13
ansteigt: t—n/4=0 = ty= n/4. Nun YA 2

Graphen von y = sin(t — n/4) an der t-Achse < By
1
|
|

3
spiegeln. 211
" EAWAWA
P\ PR AVAAVAAVAL
113

L 2
1 AU . E 8t -3
:1 T ysein(ima T
¢) T =2n/0 = 2m/0,5 = 4; Nullstelle beim ? Ip2=an
Ursprung, nach der die Sinusfunktion 3

ansteigt: t/2+1=0 = ty=-2

2 -1 |01 2 3 4\3 6 7 % 9 I

f) Periode der Funktion y = 2-sin(0,8-t — 1,2):
T =2n/® = 27/0,8 = 7,85; Nullstelle beim
Ursprung, nach der die Funktion
0,8t-12=0 = to=1,5.

Man zeichnet zuerst den Graphen der
Funktion y = 2-sin(0,8:t — 1,2) zeichnen und
geht danach zu ihrem Betrag iiber.

12 8 4 57

~ |y =2 sint0;8t-1.2
. 785 .
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5 Kreisf

5.53 a) cos(t+0,50) = sin(t + 0,5 + n/2) = sin(t+2,07); b) 2-cos(2t — 0,40) = 2-sin(2t — 0,4 + n/2) =

Periode T = 2/ = 2n/1 = 2m; Nullstelle beim

Ursprung, nach der die Sinusfunktion ansteigt:
t+2,07=0 = t,=-2,07

YA

e ESET

=2-sin(2t + 1,17); Periode: T =27/w = 2n/2= 7,
Nullstelle beim Ursprung, nach der die Sinus-

funktion ansteigt: 2t + 1,17=0 = ty=-0,59

Y 4

3
T

=77 ¢
T

P
|
|

i

>~

./
1 t 516
1P \ B A5k _7Xs t \/
T H — T i |
L4 i H . i I — A
o %~cos(3t+0,60)= %~sin(3t+2,l7); [ S
| ! |
Periode T = 2n/o = 2n/3; Nullstelle beim Elpad — = . I
Ursprung, nach der die Sinusfunktion ansteigt: | \ /\ |
3t+2,17=0 = t=-0,72 Wozz n\- 2 \y [
S SAVARY
\ |

5.54 a)y=sin (t+1); Periode T = 2m/0 = 27/1 = 2m;
Nullstelle beim Ursprung, nach der die
Sinusfunktion ansteigt: t+ 1 =0=>to=-1;
Daraus den Graphen von y(t) =2 + sin(t+1)
durch Verschiebung um 2 Einheiten nach
oben

i 1(F+ib

>

t

7 B

¢) y = 3-sin (2t-1); Periode T = 2n/e> = 2n/2 = m;
Nullstelle beim Ursprung, nach der die
Sinusfunktion ansteigt: 2t — 1= 0 = ty=0,5;
Daraus den Graphen von y(t) = 2+3-sin(2t-1)
durch Verschiebung um 2 Einheiten nach oben

-1

b) y = sin (2t+1); Periode T = 2n/e = 2n/2 = m;

Nullstelle beim Ursprung, nach der die
Sinusfunktion ansteigt: 2t + 1= 0 = ty=-0,5;
Daraus den Graphen von y(t) = —sin(2t+1)
durch Spiegelung an der t-Achse. Graph von
y(t) =2 + sin(2t+1) durch anschlieBende
Verschiebung um 2 Einheiten nach oben

Y4

1y = 2.gin(ats1) |
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— Mathematik 2 — Durchgerechnete Losung

555 a) 7
>
y=Asin(otte): A=2; y=Asin(otto): A=15; T=2n/o=21 0=
T=2nlo=2r > 0=1; 1; Nullstelle beim Ursprung, nach der die
Nullstelle beim Ursprung: to = —p/0 =—¢/1 =0 Sinusfunktion ansteigt: ty = —p/0 =—¢/1 =m/2 =
= ¢=0; y=2sin(t+1) @ =-n/2; y=1,5sin(t— n/2).
Wegen sin(-x)=-sin x und sin (1/2—x) = cos x:
y =1,5-sin(t —/2)= —1,5-sin(n/2— t) = —1,5-cos t
9 '’ o 7
| 3,1 Tf;’f » [ "’, T 1/21='1}/z !
| A 05 ¢ L | .
e o f ‘ . ‘ N
N 4 1 32 7 | ot
A 81 ; B!
R A e S SN S N S
y = Asin(ot+e): A = 3 T=2nlo=mn = y=Asin(ottg): A=0,5; T=2n/0o=7n =
©= 2.; Nullste} le beim !.Jrsprung, nach der ® =2; Nullstelle beim Ursprung, nach der die
die Sinusfunktion ansteigt: Sinusfunktion ansteigt:
t=—gplo==-0/2=n/4 = ¢=m/2; to=—g/o==—¢/2=—n/8 = ¢=n/4;
y = 3-sin(2t + 7/2). Wegen sin(x+ n/2)= cos x: y=0,5-sin(2t + 1/4).
y = 3-sin(2t + n/2)= 3-cos(2t)
5.56 a) Y4 b) Y4
[ s S =L B Y ol o
T > [ [ N\
v ' ’ j—051 N
T AP R % nE s ‘Y'r
- - N = e )
TS R A B ‘ ]
y=Asin(ot+e): A=2; T=2n/0=6 = A A= 16 Te -

. y=Asin(ottg): A=15; T=2n/0=4 =
0= 75/3; Nulls}elle be"?‘ Ursprung, nach der ® = n/4; Nullstelle beim Ursprung, nach der
die Sinusfunktion ansteigt: die Sinusfunktion ansteigt:
to=—¢/0=="3¢/n=-1 = ¢=n3; to=-@/o==-4g/n=1 = @=-n/4;
¥ =2sin(r/3 + n/3). y=1,5-sin(et/4 — n/4).

B y N d) y

Jol [t

=.20. PP [.”

NS
] -((]:z»—y .
=

y = Assin(ot+@): A=20; T=2n/0=20 =

® =n/10; Nullstelle beim Ursprung, nach der A=5; T=2n/0=0,5 = o = 4n; Nullstelle beim
die Sinusfunktion ansteigt: Ursprung, nach der die Sinusfunktion ansteigt:
to=—plo==-10¢/n=1 = ¢ =-n/10; to=—¢/o =—0/(41) =-0,2 = ¢ = 0,87;

y = 20-sin(nt/10- n/10). y = 5-sin(4nt+0,87).
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5 Kreisfunktionen

557 a)y=1+sin’t=1+0,5(1 — cos2t) = y
=1,5-0,5-cos2t = L I St Rl N
=1,5-0,5-sin(2t + m/2). w y=150/sin(3teai2) = 1 +|sint
Sinusfunktion y = 0,5-sin(2t + n/2): | { : ¢ ; .
Periode T =2n/0 =2n/2 =m; R _ w o ] d Ly = -0,5in(2t+ 7/2)
Nullstelle beim Ursprung, nach < e >
der die Sinusfunktion anste e R R 1

to = —p/® = —n/4; Graph an t-Achse Tex v = 0.8sin(2t+12)
spiegeln und dann um 1,5 Ein-
heiten nach oben verschieben.

b) y=1-sint cost=1-0,5sin 2t; y 1‘
Sinusfunktion y = 0,5-sin 2t: T Ty E 0 .‘s’-gfﬁi: =l -sinticost
Periode T =2n/0 =212 =m; r\ | i
Nullstelle beim Ursprung, nach der RS I

die Sinusfunktion ansteigt: to = 0; (y =-0.5sin2t

Graph an der t-Achse spiegeln und N : 5
dann um 1 Einheit nach oben TP TN AR b1
verschieben. e . " (A
t yEOSEm2—
558 a) y b) y ¢) coso = sin(a + 7/2):
‘ 2-cos(2t-1) = 2-sin(2t—1+n/2) =

|7 =2sin(2t +0,571)
1% 1rad=57,3° >

1 1 x
1 rad=573° 0,571 rad = 32,7°
\ o
1 X X
559 a)Vy A;=3;09,=0, A2=2, ¢ =1 (Winkel im BogenmaR);

2 A=y3242242.3-2cos(1-0) ~ 4,4;

" tang=SnO2SINL o 410 o 0 ~0,39=224°
/1 o 3-cos0+2-cosl

' y=y1+y2=44sin(t +0,39)

b) Wie a), gleiches Zeigerdiagramm; Unterschied nur in der Kreisfrequenz o = 3.
y =y1 +y2=4,4sin(3t + 0,39)

9 A;=A;=1; ¢; =0, ¢ = /2 (Winkel im Bogenmaf);
1 A= 4+1242.1-1-cos(n/2-0) =2 ~ 1,4
A e N
o sinO+lsin(2) o e
teng = 1-cos0+1-cos(n/2) =1=2¢=n/4~0,79 oder =45
() y=y1+y2= V2 sin(t + m/4) = 1 4-sin(t + 0,79)

A1=2;¢1=0,8, Ay =3, 92 = 0,4 (Winkel im Bogenma8);
A=y2243242.2.3.c05(0,4—038) ~4,9;

2-5in0,8+3-sin0,4 _ _ _ o
m—0,626 = ¢=~0,56=32,9°%

y =y1 +y2=4,9-sin(2t + 0,56)

tang =
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I ieur — Mathematik 2 — Durch 1 Lé

B =) -5

560 a) Y A =50; ¢y =0°, Ay = 80, ¢ = 30°;
A =4[50 +80 +2-50-80-cos(30°—0°) =125,8;
50-sin 0°+80-sin30°
= 2 TS =18,5%
(] = S0-c0s0°480-c0s30° 0335 =9
u=uy, +u, = 1258 V:sin(e-t+ 18,5°)

80V

YT g0y, A1 =230; g1 =—20°, A2 = 180, g2 = 50°%
A =4/2302 +1807 +2-230-180-cos(50° — (-20%)) = 337,1;

230-5in(~20°)+180-5in 50°
tan @ = 2208iNC209+1805in50° _ 158 o 10,19
® = 230-c0s(220°)+180.c0550° =

\/ X u=w +up=337,1 Vssin(@-t+ 10,1°)
230V

A1 =8; ¢1=0,6; A, =10, 9, =1 (Winkel im BogenmaB);
A=1/82+10% +2.8-10-cos(1-0,6) = 17,6 ;
10 cm, tang = 8-5in0,6+10-sin1
8-cos0,6+10-cosl
y=y1+y2= 17,6 cm-sin(3 s~ t+0,82)

561 Y

=1,077 = ¢=0,82=47,1°

562 a)u=2x;sinu=0,8 = u =53,1°% u=180° — u; = 126,9° u3 =360° + uy, ugy = 360° + uy;

X; =uy/2 =26,3% X2 =u/2 =63,4° x3=u3/2=206,6° x4=us/2=2434°

b) u=x/2; cos x=-0,4 = u;=113,6° u, =360° —u, =246,4% x;=2-u; =227,2°%
X2 = 2-u3 2 360° und daher nicht mehr zuléssig

¢) u=0,8x; tanu=2 = u; =63,4% uy=180°+uy, u3 =360° + uy, ...
X1 =u/0,8 =79,3% x,=uy/0,8 =304,3°

d)u=1,5%; sinu=0,5 = u; =30° u;=180°-30°=150° uy=360°+uy; us=360°+uy; ...
x1 =w/1,5=20% x3=u/1,5=100° x3=u3/1,5=260° x4=us/1,5=340°

e)u=12; cosu=0,5 = u; =60° uy=360°-60°=300° u3=360°+u;; uy=2360°+u,,..
x1 =u/1,2=50° x3=uy/1,2=250° x3=u3/1,2=350°

f) u=1,5tanu=1 = u; =45° uwp = 180° +u; =225°% u3=2:180° +uy, ...
X1 =u/1,5=30° x;=uy/1,5=150° x3=u3/1,5=270°

563 a)u=2x+3;sinu=0,5 = u =n/6=0,524; u, =n—u; = 51/6 = 2,618; uy =27 + u; = 6,807,
W =27m+uy =8,901; us =221 + uj; ug =2:2n + uy, ...
x = (u-3)/2; d.h. es muss u> 3 sein, damit x nicht negativ ist:
X1 = (w3 - 3)/2=1,903 ; xa = (ug — 3)/2 =2,951; x3 = (us — 3)/2 = 5,045; x4 = (ug - 3)/2 = 6,092
b)u=3x-1;cosu=0,2 = u;=1,369; w=2n-u; =4,914; u3=2n+u, =7,653;
w=2n+u;=11,197; us=22n +u; = 13,936; ug=2-2n + uy = 17,480; ...
X1 = (u; +1)/3=0,790; x2=(uz+1)/3=1,971; x3=2,884; x4=4,066; xs=4,979; x¢ = 6,160
¢) u=(x+1)2; tanu=3 = u;=1,249; y=n+uy,...
X1 =2u; - 1=1,498; x;=2u; — 1 2360° und daher nicht mehr zuléssig
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5 Kreisfunktionen

5.64 a)2sinx=3-cosx|:cosx; tanx=1,5= x,=0,983; x,=m+x;=4,124
b) sin x =2-tanx; sinx=2~m; sinx-(l—i)=0; Produkt — Null - Satz: sinx=0 =
COSX COos X
x1=0; x2=m 1- é— =0,d. h. cosx =2, ist nicht moglich, daher keine weiteren Lésungen
X

y
1

) cosx=—L-tan X; 2-cosx=—5in—x; 2-cos? x = —sinx;
2 cosx
2:(1- sinzx) =—_sinx; 2sin’x-sinx-2=0; u=sinx;
2u?-u-2=0; up, =w B
u; =-0,781; sinx =-0,781; x* =-0,896 (=-51,3°);
x; =n-x* =4,038 (=231,3%);
X2 =Xx* + 21 = 5,387 (= 308,7°);
u; = 1,281; sinx =1,281 nicht mdglich, daher keine
weiteren Losungen

5.65 a)2~sinx=—colT; 2-sinx-cosx=1; sin2x=1;u=2x;sinu=1 = u =n/2;
X

w=2n+n2=50/2,..; Xxy=u/2=n/4; x2=uy/2=>5n/4
b) cos’x — sin’x = 0,4; cos2x =0,4; u=2x;cosu=0,4 = u; =1,159; u;=2n-u, =5,124,
u=2n+u; =7,442; w=2n+u,=11,407; ...; x; =u/2=0,580;
X2 = U2 =2,562; x3=u3/2=13,721; x4 =ws/2=15,704.
Lésungsvariante: cos’x = 1 —sin’; 1-sin’x —sin’ =0,4; sin’ =0,3; sinx = tJ(l_3 usw.
©) sin’x — 2-cos’x = 1; sin’x —2:(1 — cos’x) = 1; sin’x = 1;
sinx=+1 = x;=7/2; sinx=-1 = x;=3n/2

5.66 a)sin x + cos x = A-sin(x + ¢); aus dem Zeigerdiagramm ergibt sich y
unmittelbar (cos x = sin(x + 90°)): A = 2 5 9=45°=n/4; 1
sinx+cosx =2 -sin(x + n/4) = 1,2; sin(x + 7/4) = 0,849; A

u=x+n/4:sinu=0,849 = u;=1,013; p=n-u =2,128; .. V27X
X =u; - n/4=0,228; x=u,—n/4=1,343

Yy, =sinx 1
Losungsvariante:
sinx +cosx = 1,2; cos x =1,2—sinx; quadrieren: cos’x = (1,2 —sin x)%;
1 - sin® = 1,44 — 2-1,2-sin x + sin’; sin’x — 1,2:sin x + 0,44 =0; u=sinx;
w-12u+022=0; u,, =0,6+40,36-0,22 ; uy =0,226; u; = 0,974;
sinx=u; = x;=0,228; xo=n—x;=2,914; sinx=0,974 = x3=1,343; x4 =1 —x3=1,799;
Probe (notwendig, weil das Quadrieren keine Aquivalenzumformung ist!):
sin x; + cos x; = 1,2; stimmt! sin x; + cos x; = 1,2; stimmt nicht!
sin x3 + cos X3 = 1,2; stimmt! sin x4 + cos x4 = 1,2; stimmt nicht!
Losungen daher: x; = 0,228 sowie x3=1,343
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5.66 b)2-sinx + cos x = A-sin(x + ¢); aus dem Zeigerdiagramm ergibt y
sich (cosx=sin(x+90°)):A=\J2z+1'=«/§; tan@=1/2 1
= ¢=0,464; Y, = COS X A
2sinx +cosx =5 -sin(x + 0,464) = 0,8; [)
sin(x+0,464) = 0,358; u=x + 0,464; sinu=0,358 = Y, = 2:sinXx

u; =0,366; u, =7 —u; =2,776; u3=2n+u, = 6,649; ...

X1 =u; — 0,464 =-0,098 nicht zulissig, da nicht in [0; 27 [; x2 = u; — 0,464 =2,312;
X3 = u3 — 0,464 = 6,185; Losungen daher x; = 2,312 sowie x3 = 6,185
Lésungsvariante:

2:sinx +cos x =0,8; cos x =0,8 —2sinx; cos’x = (0,8 — 2sin x)?;

1 — sin® = 0,64 — 3,2:sin x + 4-sin’; sin’x — 0,64-sinx—-0,072=0; u=sinx;
u? - 0,64-u—0,072=0; uj, =0,32%+/0,322+0,072; u; =-0,098; u, = 0,738;
sinx=u; = x*=-0,098; x, =n-x*=3239; x,=x*+2n=6,185;
sinx=uw = x3=0,830; x4=n-x3=2,312;

Probe: 2:sin x; + cos x; = 0,8 stimmt nicht! 2-sin x, + cos x =0,8 stimmt!
2-sin x3 + cos x3 = 0,8 stimmt nicht! 2-sin x4 + cos x4 = 0,8 stimmt!
Lésungen daher: x, = 6,185 sowie x4=2,312

¢) 3-sin x + (- cos x) = A-sin(x + @); Y )
y1=3-sin X, y2 =— cos X = sin(x — n/2); Y, = 3sinx
A=+3+1 =10; tan 9 =—1/3 = -p=—0322; y,=-cosx ®_, °
3.sinx —cos x = 4/10 -sin(x — 0,322) =0,2;
sin(x — 0,322) = 0,063; u=x-0,322; sinu=0,063 -1

= u;=0,063; u;=n—u;=3,078;

x; =u; + 0,322 =0,385; x,=u; + 0,322 =3,400
Losungsvariante:

3.sinx—cos x =0,2; cos x =3-sinx-0,2; cos’x = (3:sinx — 0,2)2;

1 - sin’ = 9-sin® — 1,2-sin x +0,04; sin*x — 0,12sin x — 0,096 = 0; u = sin x;
u?-0,12.u—0,096 = 0; u,, =0,06++/0,062+0,096 ; u; =-0,256; u; = 0,376;
sinx=u; = x*=-0,258; x| =7 —x* =3,400; x; = x* + 2n = 6,025;
sinx=u; = x3=0,385; x4=n—-x3=2,757;

Die Probe ergibt, dass nur x, = 3,400 sowie x3=0,385 L&sungen sind.

d)1 +sinx= sin’; 1+sinx =1-cos’; sinx =- cos’x; sin’x = cos*x

1 - cos’ = cos™x; cos’x =u; 1-u=u% u|2=—%t,’%+l; u; =0,618; u; =-1,618;

cos’ =u; = cos x =0,786 oder cos x =-0,786;

cos x = 0,786: x;,=0,666; x,=2m—x,=5,617;

cos x =-0,786: x3=2,475; x4=2m—x3 = 3,808;

cos’x = u, =—1,618 ist nicht mdglich.

Die Probe ergibt, dass nur x; =5,617 sowie x4= 3,808 Ldsungen sind.

€)1 +cosx =sin’; 1+cosx=1-cos™x; cosx =-cos’x; cos x-(1 +cos x)=0;
Produkt —Null — Satz: cosx=0 = x; =n/2 oder x2=3n/2; cosx=-1 = x3==n

)2 -sinx =sin’; sinx=uw W¥+u-2=0;u=1; uu=-2; sinx=u; =>x; =n/2;
sin X =uy ist nicht moglich, daher keine weiteren Lésungen
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5.67 a)sin2x =2-sinx; 2-sin x-cos X =2-sin x; sin x-cos X — sin x = 0; sin x-(cos x — 1) = 0; Produkt —

Null - Satz: sinx=0 = x;=0; x2=m; cosx=1= x3=0(=xy)
b) 5-sin2x = 4-cot x; 5-2-sin x-cos X = 4~% ; 5-sin®k-cos X = 4-c0s X; cos X-(5-sin’x —2) = 0;

Produkt — Null — Satz: cosx=0= x,=n/2; x,=23n/2;

sin“x =2/5; sinx =0,632 sowie sin x =-0,632;

sin x = 0,632 = x3 = 0,685; x4 =7 —x3=2,457;

sinx =-0,632 = x* =-0,685; x5 =m—x*=3,826; x¢=2n + x* =15,598
¢)sinx+cosx = s'ﬁ; sin®x + sinx-cos x = 1; 1—cos’x +sinx-cosx = 1;

1]

—cos?x + sinx -cos X = 0; cos X-(sin x —cos x) = 0; Produkt — Null — Satz: cosx =0 = x, =n/2;
X2 =37/2; sinx—cosx=0; sinx=cosx|:cosx; tanx =1 = x3=n/4; x4 = 5n/4

. cosx . . . .
d)cosx+cotx=1+sinx; cosx+ —— =1+sinx; smx~cosx+cosx=smx+smzx;
sinx

cos x:(sinx + 1) =sin x -(1 + sin x); (sin x + 1)-(cos x — sin x) = 0; Produkt — Null — Satz:
sinx=-1 = x,=3n/2; cosx=sinx; 1=%; l1=tanx = x;=7/4; x3=x,+n=>5n/4
X

sinx sinx .
e) cos x —tan x =0,5-cos x; cosx— —— =0,5-cosx; 0,5.cosx=——; 0,5-cos’x = sin x;
COosX COsX

1 - sin’x = 2-sin X; sinx =u; w+2u-1= 0; up, =-1£1+1 5 up=0,414; u,=-2,414;

sinx =u; =0,414 = x;=0,427; x;=7n~-x;=2,715; sinx =u, nicht mdglich.

f) sin x = cos 2x; sin x = cos?x — sin’x; sin x = 1 — sin® — sin’x; 2-sin’ +sinx—1=0;
: —1£41-42(-1
sinx=u; 20*+u-1=0; u, =T(); u =05 uy=-1;
sinx=u; = X;=7n/6; X2=n—X;=51/6; sinx=u; = x3=3n/2
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6 Parameterdarstellung und Polarkoordinaten

61 a) y=h—%-g-t2 =0 = Zeitpunkt des Auftreffens am Boden t=g;

X

Xx=vot = vo=X=—X_ o B _101mis=362kmh.

x 45
t \2h/g  |[21100/10

b) t= ﬁ:wl—z‘m ~45s
g 10

6.2 Man kann vor dem Zeichnen zur parameter- YA
freien Darstellung iibergehen: 2% mt— o
x=vo~t‘cosa=30~£~t ==l 20 T
2 1542 isb ! L
B V78 W S T !
y=v0~t~sina—§~tz=30~t~£—5-t2= 10 ! o :
2 2 5 1 . ‘ ‘
2 2 H H H H H H
=30- ’:/_ﬁ_ ( ’:/_) —x-X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100m x
1542 2 15-4/2 90

6.3 x(t) = 2R-cos t — R-cos2t = R:(2-cos t — cos 2t)
y(t) = 2R-sin t — R-sin2t = R-(2-sin t — sin 2t):

t= x(t) = y@) =
["0.0] [ 1.00][ 0.00
05| [ 121][ 012
10| [ 150|[ 077
15| [ 113]|[ 1.85]
[ 20| [ -o18][ 258
25| [ -189|[ 2186
30| [ -294|[ 056
(35| [ -283|[ -1.36

S
o
>
)
o
S

~
o
o
=
©
~
w
X

o
o
=
N
w
~

Y

bd Bl
o
>
2
S| -
=

o
o
o
2
S
=
=

R.
6.4 a—r-;.
R t R t t
x(t)-7~cos5+7‘cosi—R~cos§
R .t R .t
t)=—-sin———-sin—=0
y(t) 2 sm2 ) sm2

y(t) ist fiir alle t gleich null. Der Punkt P bewegt sich
auf dem Durchmesser AB: x(0) = R (Punkt B), x(%) =
0 (Koordinatenursprung), x(2m) = —R (Punkt A)

Punkte in n/6—Schritten
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6.5

6.6

6.7

6.8

a)x=ttl =>t=x-1, y=t-1=(x-1)- 1 =x-2;y= x 2 ist die Gleichungeiner Geraden

b)x=2A+3 = A= %'(X—:f); y=Ar= (x 3)2 -2 x+—,quadrat1sche Funktion,
ihr Graph ist eine sich nach oben 6fﬂ1ende Parabel

x=-t+3 = t=3-%, y=(t-1)*=(3—x - 1)’ = (2x)? = x* - 4x + 4, quadratische Funktion,
ihr Graph ist eine sich nach oben 6ffnende Parabel

d)x=1-t = t=x-1; y=-#+2=—(x-1)> +2=—x? +2x + 1; quadratische Funktion, ihr
Graph ist eine sich nach u.nten 6ffnende Parabel

€)x =sintt; y=cos’t=1-sin’t=1-x% quadratische Funktion, ihr Graph ist Teileiner sich nach
unten 6ffnenden Parabel

Hx=2+t t=x-2; y=e‘=e" =e2e* ~0135 *; Exponentialfunktion

g)x=8t > t= %; y=3- -E-Ew/;-— x2 Whurzelfunktion (eine Potenzfunktion)
I:)x=t'l =>t= l; y=2t= ;=2~x'; Potenzfunktion
X
a) Y4 b) Y4
P
ERETIETY [ | el
2[5]3 L4 J 1 0 1
1l2]0 | 1 15
o1 [ [} 1 4 2
1120 ' ] 9 25
2 5 [3 ; 2=t i
. Y T
N T T R

X X X X
X " 1 s a " Y X o
Int== = t=e?; ;=e LN y=5-[e‘ +e ‘]=a~cosh—, Kettenlinie
a a

a) y = cos2t = cos’t — sin ’t = b) 1. Summensatz:

= cos’t — (1 -cos t) = y =cos(t + n/2) =

= 2.cos’t— 1 =2:x* - 1; Parabelbogen = cos t-cos(/2) — sin t-sin(n/2) =
y =0-cost—I-sint=-sint =-x;

N Geradenstiick
’ / YA
H 0 i v

» n ;

¢) 1. Summensatz:
x(t) = sin t -cos30° — cos t-sin 30° = vA

=%'(\/3~sint—cost), t
y(t) = cos t-cos60° — sint t- sin 60° =
=%-(cost-«/§-sint)= -X;

d.h. y = - x; Geradenstiick

MY

EN
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3=

B B

6.9

6.11

6.13

Je nach Wahl des Parameters, gibt es unterschiedliche, aber gleichwertige Darstell
Kordi form Vektorform

s (-0
y=-2x+l=-2A+1 y 1 -2

b) |x=1+A X
y=2x-4=2-(1+1)-4=-2+2} y) \~

c) [x=n X
y=4x-0,5=4p-0,5

d) x=32u
=Z.x=2,
y=gus=ip

) |[x=t
y=2

g) |x=3+3t

1 1
=—(3-x)=—(3-3-3t)=—t
y 3( x) 3( )

e) |x=3A (x)
2 2 =
=-2x-2=-237-2=220-2
Yy 3 X 3 y

h) x=t x)_(0)..
e OO0

a)x=2-2A = A=1-0,5x; y=3-5A=3-5(1-0,5x)=2,5x-2

b)x=4+p = p=x-4; y=-7+3u=-7+3.(x-4)=3x-19

¢)x=1-2t = t=0,5(1-x); y=2+t=2+0,5(1-x)=-0,5x+2,5

d)x=A = A=x; y=1+2A=1+2x

eX=—p = p=-X; y=2:p=~-2x

f) x=2; y=-1+t; d.h. senkrecht zur x—Achse verlaufende Gerade mit der Gleichung x =2
a)x=2t+1 = t=0,5(x-1); y=t -1=0,5(x-1)-1=0,5x-1,5

b)x=2A+3 = A=0,5(x-3); y=1-A=1-0,5(x-3)=-0,5x+2,5

c)x=-t+3 = t=3-x; y=31t=33-x)=-3x+9

d)x=1-t = t=1-t; y=2; d.h. parallel zur x-Achse verlaufende Gerade mit d. Gleichung y =2

ax=( o)) wx(pr (2] 9x-()e(3) o) (3)

a) 7'(=(WV‘+A.»W=(:)+k~(_53__:)=(:]+l-(-_l4l]; Koordinatenform: x =8 — 11-A, y =9 —4-A

o . = (2 4-2) (2 2Y) (2 1Y, .. o
b) x—0A+}»~AB—(4)+X~(_2_4)—(4]+k~(_6]—(4]+p~(_3), dabei wurde mit p = 2A ein

neuer Parameter eingefiihrt, um das Ergebnis etwas zu vereinfachen. Oder: x =2+p, y =4-3p

) i=o—R+x.R_s=( 3 )+x~( 23 ]:( 3 )+x~('5)=( 3 ]n-(“); dabei wurde mit t= 51
2 3-(-2)) "\ -2 5 )72 1

ein neuer Parameter eingefiihrt, um das Ergebnis etwas zu vereinfachen.
Koordinatenform: x =3 -t; y=-2+1t

d) x= O_A'+X»A_B'=(?)+h‘(_i_?)=(?]+A{_§)=(?)+t-(:] ; dabei wurde mitt=—A

ein neuer Parameter eingefiihrt, um das Ergebnis etwas zu vereinfachen.
Koordinatenform: x =2t,y =1+ 3t
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6.14 a) y b)
t=x(®)=y@® = t= x(t) = y@ =
[00][ 500][ 000 00] [ 5.00][ 200
[05] [ 43s][ 240 bs 05| [ 438|[ 440
10| [ 270|[ 421 10| [ 270|[ 621
15| [ 0.35|[ 499 '3 75|[ 035|[ 690
[ 20| [ -208|[ 455 x 20| [-2.08|[ 655
[25]|[-a01|[ 298 [25|[-401][ 489
[ 30| [~495|[ 0n 30 [-295][ 271
35| [-as8)[ 175 4 | 35| [-ee8|| 025
K e e e 11 =
—— L~ —1 Radiusr=5 i} Bl Kreis mit dem Mittelpunkt
| 60][ 142 -470 | 50| | 142 -279] M(0/2) und dem Radius r=5
55| 354|[ 353 55| 354|[ 163
[ 60] [ 4s0][ 140 | 60][ 280 IE
©) =y
t= x() = y(t) = = x() = y(t) = pvAL i)
[0.0] [ «00][ -1.00 | 40][ -086][ -3.27 S e B
[05)| [ 363|[ oas| [25][ os7][ 383 T
10| 262|152 m 1.85|( -3.88 + T - =05 R
5|[ 121|[ 199 [ 65][ 313] -312 1 X
| 191 = { .=
20|[025| 173] [ 60][ 388][ 184 I
[25|[-140|[ 080 R o
[ 30| [ -197|[ 058 Kreis mit dem Mittelpunkt s _I
[3s|[-181|[ 205 M(1/-1) und dem Radius i ;
- r=3
6.15 Y4
=y = T %) =y =
0.0] [ 5.00][ 0.00 - 5.00][ -2.00
05| [ 438|[ 240 Nizbs 4.39|[ -056
10| [ 270|[ 421 2.70|[ 052
5] 540 0.35|[ 0.9
[ 20] x 208|| 073
[25] ! -401|[ 020 STy
3 ] ] -495|| -158| Ellipse mit dem Mittelpunkt
3 T 11 -4.68|( -3.05| M(0/-2) und den Halbachsen
% Ursprungskreis mit dem 3;; _:;; a=5undb=3
=2 Radiusr=35 Ml | Biad
50 142|[ -488
[55] 354|412
(6] 4.80|[ -284
c) L A .
t= x(®) =y = t= x@®)=y@= P
[00] [ ¢00][-1.00 [ 40] [ -098][ -1.76 — L
"05| [ 263|052 | 45][ o0a7][ 198 Lot i
0| [ 262|[ 018 [ 50| [ 1.85][ -1.98 5| RN
15| [ 1.21|[ -0.00] [ 55| 313|[n =0 X
[ 20| [ -025|[ -009 [ 60] [ 388][ 128 .
25| [ -1.40|[ -0.40 . i . 1 i T
50l [971 0g6 Ellipse mit dem Mittelpunkt M(1/~1) e d
sl el 35 und den Halbachsena=3 und b= 1
L=2] L0
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y A b) y A
10 t= x(t) = y®) = TS
PR -2.0|[ a.00] [ -16.00 16t | b
6 15|[ 225| [ 675 14 1
4 -1.0|[ 1.00] [ -2.00 2 i
2 -05]|[ 0.25 -0.25 R e A
— 00| 000]| [ 000 ;
2 [0N2 4 6 'x 05| 025 0.25 6 -
IR YERY: 10| 100| | 200 4
Lol I\ 15|[225| [ 675 2
: 1 20|[ 00| [ 16.00 5
T Te=- =2
Lygd- Lt=-2 .
g
e
-0
-12
144
. . .. . -tﬁ-- Tt 2
6.17 Punkte auf den Graphen mit einer Schrittweite At = n/6 = 30° sgde
YA , A
*) b= a0 b) y B
= 30° T
|
0.5
! >
1 05 05 1 x
~ 05 w1 =60°, 300°
; ! t= 30", 330°
[ e B T=0°, 360°
c) y A
1
t=30°, 60°
t=210°, 240°
0.5
360°
X
t=120°, 150°
t=300°, 330°
-1
€) ]

‘ L= 307, 150"

\t = 07, 360° 10, 360°
x

x
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6.18 Punkte auf den Graphen mit einer Schrittweite At = n/6

2 28 _
a) Tx=2m/0, = o =3m; b) Tx = 2m/ey = 7 =4m
Ty=2n/0y = Z_In =2m; voller Durchgang Ty =2m/0y = % = 3m; voller Durchgang
fiir 0 <t < 6m (67 = kleinstes gemein- fiir 0<t<12n (12n = kleinstes gemein-
sames Vielfaches von Ty und Ty) sames Vielfaches von Ty und Ty)
\ ¥ t=4x,10m
i Y
1 | . !
ti= 4
-
. N1
P #N
17 ]
AR
|

6.19 r=20;x=rcos ¢, y=rsin ¢; ¢ =0°45°,90°, 135°, 180°, 225°, 270°, 315°: A,(20/0);
A(14,1/14,1); A3(0/20); Ag(-14,1/14,1); As(-20/0); Ag(-14,1/-14,1); A7(0/-20); Ag(14,1/-14,1)

6.20 | Punkt | x y r= m ¢ mit tang = %
M, | 40 | 20 [ 20.42=283 206,6°
M, =20 20 135
M, 40 30 50 36,9
M, 20 =30 10413 = 36,1 303,7
621 o r
o][ 200
30|[ 187
60|[ 150
%0|[ 100
120|[ 050
150|[ 013

622 a) ¢° r o r
o][ 200 o][ 200

30| 200 30| 173

60| 200 60| 1.00

90| 200 0| 0.00
120|[ 200 120|[ -1.00
50| 2.00 150|[ 173
160|[ 2.00 180|[ -2.00
210|[ 2.00 210|[ 173
240 |[ 2.0 ‘ 240| -1.00 %
270|[ 200 P p 270/ ooo|  Kreis mit dem Mittel-
300{| 200 { ) . 300f| 100|  punkt M(1/0) und dem

Urspriungskreis mit dem Radius 2 N

330{| 200 priung 33| 173 Radius 1
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6.23

6.24

6.25

9 ¢ r d ¢ r

0| 1.0000 0| 083
30| os6s7 30| 059
05359 60| 048
80| 0.5000 90| 045
120 05359 120 048
150| 06667 150|[ 059
180 | 1.0000 180{ 083
210] 2.0000 210 143
240| 74641 240() 299
270| n.d. 270 500
300 [ 7.4641 300 299
330 20000| T &eht gegen oo, wenn sing — -1, d. 30| 143

h. ¢ — 270°. Fiir diesen Winkel ist r
nicht definiert. Der Graph ist eine
Parabel

r geht gegen oo, wenn sing — -1, d. h. @ — 270°. Fiir diesen Winkel ist r nicht definiert (Dvision

durch null).
[x2+v2
r=1+slin<p; r=,/xz+y2; singp= = 1 =J zx +2y
x*+y’ +y
1/x2+y2+y=1; ,/x2+y2 =1-y; x2+y?=1-2y+y?; 2y=1-x%; y=—%‘x2+]§ H

dies ist die Gleichung einer quadratischen Funktion; ihr Graph ist eine sich nach unten &ffnende
Parabel.

@ r
of| 1.00
15| 1.08
30( 122
45)| 1.30
60|l 1.23
75| 1.08
80(| 1.00
105{| 1.00

usw. r =1 stets,

Kreislinie
Qo 9 r
o][ 050 300][ 185
30]| 057 330|| 211
60(] 065 360|f 2.41
90|| 074 390(| 274
120|| 084 420(| 313
150|| 0.96 450|| 3.56
180|| 110 480|| 4.06
210)| 1.25 510(| 463
240|| 142 540 ﬂ
270|| 162
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7 Komplexe Zahlen
7 Komplexe Zahlen
71 imag. A.
2
Z3\ .
: : ; 24
3 2 1 |0 1 2 3pgea
7.2 a) bis d) e) bis h)
,T,A,, I 45imag) A.
g 1
. S R S S| S
2% 1z |
2, 52* 2972
+ - reelle A “f - 4 o reelle A.
‘:i ——"
2z
- 4 2j % | z*
zZ
e
-4

7.3

74

7.5

7.6

1.7

2=2]=5 n=4+j,2'=4-j; 5=z =A; w=-2+43j, 2’ =2-3;
zs=25 =-3;26=-1-2j, 26 =-1+2j;27=-j,27 =j;28=2-2j, 23 =2+2j

a) [4+2j| =42 +22 =20 = 4,472

b) |2+ 3 =y(-2)* +3% =13 =3,606

©) -3 -2j| =,/(-3)2 +(=2)? =413 =3,606 d) 3 -4j| =432 +(4)? =425 =5

) [3] =3 + 04| =432 +0% =3

©) 4l =4 + 04| =47 +0% =4

0 [2j] =10 +2:j| =0? +2? =2

b) |-3j] =0 - 3| =07 +(-3)* =3

a) Alle Punkte des Kreises mit dem Radius 2, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt.
b) Alle Punkte, die auf dem Kreis (7.5 a)) oder innerhalb davon liegen.

¢) Alle Punkte, die aulerhalb des Kreises (7.5 a)) liegen.

a)atjb=a-jb = b=-b, 2b=0, b=0,d.h. zist reell

b)a+jb=—(a-jb)=-a+jb = a=-a, 2a=0, a=0, d.h. zistimagindr

a) 53j  b)1+4j o) -6+14]  d) -1+ e) -5

f) -6+20j
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reelle A. reelle A.
b)
710 a)4+3j b) 13 )-3-4j d)-7-24j ¢)3+11j
HDE-iy=Q-)R-j)=6-4r2-j)=2-1]j 9 iti=i'=i=-1(¢n=1
Wi’ ==t =11=1 DjP=j"""=1115=) D1+j242

W @+bya-b)=a b (V2+jv3)(2-j+3)=(2) -(-v3f =2-7-3=2-(-1)-3=5
) @43-j-3f =(2V3) -2.243 -3+ (-43) =12-12+2-3=9-12
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7 Komplexe Zahlen

6+ZJ 6 2j . 4-j 4 j 1

711 =—+2=34+5 0 p)===-21=2--

11 a) — +5=34] b) 3 =373 3
,—3+2J__3+5=_1+3j 4 94519 45i_ ¢

3 3 3 3 15 L5 15

Ta2 g B G0 1015

py 03-119° (13-1 1) 134115 _ (3+1150(1+3)) _ —20+50j _

[ TR = TR Y7 R T
o THSE 58I CSYSR2) 158 g
(2-j)" i (2+p2-) S
9+12j _ (9+12j)(=3)) _ 36-27j .
S TR =T B
)(3+5_|)(1+J) (—2+8])(l+4]) -34
1-4j (1-4j)(1+4j) 17
~43432] _ —43430] _ (AII2NCSHIZ) _-169-676)
(2—3j)2 =5-12j  (-5-12j)(-5+12j) 169
) (200 _ 545) _ (S+5IU3+) _ =200 _ .

(2+j)(1+)) -3-j (3-j)(-3+) 10
1) (-3 _ (1-3)%-(1-3)) _ —26+18j _ (-26+18])(-8+6]) _100-300j _ —1-3
(-143)2  -8-6j -8-6j  (-8-6j)(~8+6j) 100

713 a) |[1+2)1- 39| =1+ 231 -3] =V +22 -1 4 (3)? =5-10=45-52=5.42
Losungsvariante: |(l+2j)(1—3j)|=|1— j-6j2|=|7- i|=V50=5-2
b) [a-29?|=-2)- -2 =5 V5 =5
e)|(1—2j)(1+3j)2|=|1-2j|~|1+3j|-|1+3j|=J'~J_~Jﬁ=10~J§

I2_|
I o O L Rt
a-2i)?| I1 2123 J'J' J'J' «/_J_ «/_ J_J_ L fo-1s81

1-2 Ii-2 ‘/— 1 447
O [Creayt| " FisafFeal " =0

G-2i°|_B-2i-p-2-2i _ ~/_ V13413,

~

ME] g
G-0° (1 p7jp|= PP _mm, N R )
h) 1o (l+7j)‘—l—1ﬂ—+3. EFET [t1+7j= J50=200552-3 5.2=25.3~1219

j o= qesp|_p-i-ip-iprea) r r VIG5 _10453T5 _ 105345 o0
[Ge2ppe-p | Toe2il-i 255 2545 7545
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Ingenieur — Mathematik 2 — Durch h 1

(2 m‘);
T ’)”( ] = (2—1 2+j) (3
Realteil: —, Imaginirteil: 4
5 5
b)l,+%+.ls=—j+i1++=—j—1+1lj=—j—1—j=—l—2j; Realteil: —1, Imaginérteil: 2
35 :

_ i 2 _ .
o1+ l;fj I U202 gy D204 S civ2 1=2_j.%;

2j(-2) 5 4 5 2 5
Realteil: 2, Imaginérteil: —%

1-2j 2_ 25 1_ 25 25(=3+4j) 25(=3+4j) .

d ( ) B D e e +1= +1=-2+4j;

) R (T, s o T o )Y ¥V 25 !
Realteil: -2, Imaginérteil: 4

N LT L ol 21—(—2j)=2j.

€ - ; Realteil: 0, Imaginrteil: 2
-j i (-i)0+) 2 ¢

D(ILJ:+1,)-1;'!=1+ ,l_j, =l+1;,=1+ =1-1=0; Realteil: 0, Imaginirteil: 0
1-j ) 14j J(+)) —l+j (1-)

7.15

716 z,-z,=(a-c-b-d)+(a-d+b-c)-j; 2z -z;=(a-c~b-d)-(a-d+b-c)-j; (z,-2,) =22,
717 |2 |=10; |z,|=5
2122 = (8+6j)-(3—4j) = 48 — 14j; |z|~z,|=|48—l4j|=50=10»5=|z||~|zzl;

L LEah JEC NPT T PSP L 1]
PR TR 5 |z

7.8 a) [d=Va+b? =5 = b=i3; z,=443j; z,=4-3]
b) [=V9+b* =5 = b=14; z,=-3+4j; z,=-3-4j
) J7=v36+b% =10 = b=18; z,=-6+8j; z,=—6-8j

7.9 a) x> —4x+5=0; X, =2+4-5; X, =2+4]; x,=2-]
2
b)xT—x+2=0; x2-2x+4=0; X =1£1-4=1%j-3

2 1,1 1,43 .
+X4+1=0; Xy =——t [-—-1=——+2.
€) x“+x+1=0; X, zt 2 zt >

d) 4x2-5x+10=0; x,, = 2V2-160 M-%:%.,

¢) 16x-(1-x)=13; 16x* ~16x+13=0; x,, = 16£¥256-832 ”“m-%_-ilj
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7 Komplexe Zahlen
7.19 1)3x2=2x-§; 9% —6x+5=0; x,, = SEVI6180_ 62125 1,2 ;
18 18 3 3
g)L_l-xT_l(xael x22); x=2—(x=I)=(x=D)(x=2); x—2-x+1=x?—3x+2;
x-3x+3=0; x,z_%t,{—-s_iiij
B Lo Lo L0 (e odxelx20) x oD b x (D - (o= =05 x7 41205
x2=—1; X2=%j
720 a) L (1+2j)z+3j22=2 |(6-j) b) I 3+2j)z1— JZz--2+3J 2=
32 +(6-)z=4 |3} IL(1-3i)z + 2~z = 5(1=2) |
B +11j)z + (3 +18j)z,=12-2j @+j)yzi- (1+2J)Zz—-1+3.l
9z -3+ 180z =-12 G+idzi+(1+20)7 =10+5

c

Addition der Gleichungen:
B+2j)z1=12-14j
_12-14j _ 6-7j
4+j
-2j)+(6-

1+6j;

_(6-7j)(4-)) _
(4+j)- (4-J)
11 = 3.1 j) zz—

6-j)z=

~

I 4x+3y =11+9
I x +3z=2-3j
II: x+y+z=3+2j
Il = z=3+2j-y-x,
I 4x+3y=11+9j
I*: x+33+2j—-y-x)=2-3j
I 4x+3y=11+9j
M*:2x+3y= 7+9j

in II einsetzen:

II* mit -1 multiplizieren und zu I* addieren:

2x=4; x=2;
:42+3y=11+9) = y=1+3j;
Il =2z=3+2j-y-x=5
Voyage 200:

(= 2l gebralcatcfotherlersniolciean el ]

FUNC_1/30

Addition der Gleichungen:

(11 +2j)z =
_9+13j _ (9+13))-(11-2j) _
142§ (11+2j)(11-2j)
[ = @G+2)(1+j)-jz=-243j;
(1+5)-jz2=-2+3j; Gz=-3-2

jza=3+2; ZZ'BT"Z 3j

9+13j

I (1+2))x+2y =5+3j

II: 3jx+y+z=2+2j

O x+(Q2+3j))y+(1-j)z=8+7j

II = z=2+2j-3jx-y, inlIll einsetzen:

I (1+2J)x+2y —5+3_|

I . (1+2j)x
II*: (-2 - 3j)-x + (1 +4j)y =4+7j |(=2)

+2y “5+3] -(1+4j)

(=T+6))X + (2+8j)y = =7 + 23]
(4 + 6j)-x — (2+8])-y = -8-14j
Addition der Gleichungen:
(=3+12j)x = -15+9j

1549 _

T o3412j
It (142j)-(1+)) + 2y = 5+3j; 2y=6; y=3;
I=2z=2+2j-3j(1+)-3=2-j

»

Vorgabe
A+2)x+2y=5+3
3x+y+z=2+2
x+Q+3Ny+(1-j)z=8+7

Mathcad:

1+i
w = Suchen(x,y,2) = | 3
2-i
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7.23
7.24
7.25

7.26

7.28
729

imag. A. 722 1 T T Yimag A

L o o/
gl s . oA
reello A S A RN

/s -

a)45° b)135° ¢)225° d) -45° e) 90° f)180° g)270° h)0°
2)e’ b el gel” @)
a) 3j b) -2 €)-2j d)j €)-2j )4
a) -z =2 (cos 210° + j sin 210°); i =0.5 (cos (-30°) +j sin (-30°))
b)-z=5e"%"; L 0,2 ¢ 7025

z
¢)-z= 0,5-(cos 270° + j sin 270°) ; L. 2:[cos(-90°)+ j sin(-90°)]

z

d) -z =4(cos 0° +j sin 0°) ; i =0,25-[cos(-180°) + j sin(-180°)]

—z= b giorsn, 1 g joass f)-z= 1 ias, 1 _goins
3 ‘z 8 ’

1

z

a) Zeiger im 1. Quadr. r=+/42 +22 =420 =4,472; ¢ = arctan% =26,6° z=4,472.¢ 2

b) Zeiger im 2. Quadr., 1 =+f(=3)* +42 =5; ¢ = arctan_i3 +180° =126,9° z=5.¢'%%

¢) Zeiger im 3. Quadr., r = 1/(—3)2 +(-2)* =3,606; ¢ = arctan_—:; +180°=213,7°
2=3,606¢/21>7 =3,606.e714*

d) Zeiger im 4. Quadr., r = ,/3’ +(—4)? =5;¢9= aman‘T“ =-53,1° z="5.¢7!°

¢) Zeiger im 2. Quadr., r =+/(=2)? +32 =3,606; ¢ = amaniz +180° =123,7°; z = 3,606.¢ 2"

f) Zeiger im 3. Quadr., r = w/(-1)2 +(-1)? =1,414; ¢ = arctan_—: +180° =225°% z = 1,414.6 2"

g)r=3;¢=90%2z=3.¢"" h)r=5;¢=-90%z=5¢"

a) el b)2e’® )3 d) 4¢3 g) eI f)3e7%

a) (1 +2j)-3-(cos45° + j-sind5°) = 2,236.69%3.(cos45° + j-5in45°) = 2,236.3.6 445 =

=6,708-¢'%% = 2,121 +6,364j

b) (2 - j)&5" =2,236:626" 1.6 = 2,236.1.67 256 150 = 3 936,154 = _1 232 + 1,866
€) 2:(cos60° + j-5in60°)-3-¢/" = 2.3.88 60°180) = 6.1 240° = 6.6 512" = _3 _ 5 196§
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7 Komplexe Zahlen

2+4j _ 4,427-75%°
5.6530° - 5.e430°
—6+8j 10-¢4126%°

648 107 ey 6.
B) S coso0+jsino0")  5PF - 2C 16+12j

730 a)

=0,894-e8** = 0746 +0,493j

3x
464 46813

O 5 g = g = 0877 = 020740773

9 234_325 =% =1,883-¢727= 0,799 - 1,616j

e) % - 3_24 SO0 6 45 4 431 4243
f G227 J3PT2T. 0 i 76840354

4230° 4790

.
731 zy=3-¢ 2236 =3j; 2/ =36 =3j; z,=2.¢ =1+j43; 25=2-¢T =1-}V3;
2y = % -(cos(30°) + j-sin(30°))=0,5-¢/*" =0,433+0,25j; z3 =0,5-e7°* =0,433-0,25]
a) 3.2, 25 =3.3.2.6590-60°" _ 8.1 —_15 588 9j
*
b) 278 2 393 H000-60) 0,751 =0,375.+0,650]

Z2
|2)+2,| |3j+l+l732j| [1-1,268j] 1,615

ST e L 00 11,0776 =0,932-0,538)
© 324 1,553 1,568 15650 !
. -j90° 160‘ -j30° N o
a A% _ _3e 2 6e” . =3,716-¢i2V7 =3,451+1,376]
71+2, 151268] L6156
-j90° N . o :
95 —J:of 0,567 ‘% e =3.¢ "'”‘%-e”"’ =-3-0,333j=3,018-¢/'%% =3,018.e '™
€ €
2 .a—i180° .a—i180° .e—J180°
) 14j 14— B TP N T . i
z,-2 1+1,732j-0,433-0,25 0,567+1,482 1,587-¢76%:064

=1+e/%.5672.e7749° =145,672.e7191° =1-5297-2,027j =
=-4,297-2,027)=4,751.320%% = 4,751.¢ H54&

7.32
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— Math ik 2 — Durchgerect Lsungen

7.33

7.34

135

7.36
7.37

Darstellung in der Gauf’schen Zahlenebene unten. Geometrische Deutung:

a) Drehung um 90° b) Drehung um -90°
¢) Spiegelung an der reellen Achse d) Spiegelung am Koord.ursprung
€) Verdoppelung des Betrags f) Drehung um 45°
g) Quadrierung des Betrags, Verdoppelung des  h) Spiegelung an der reellen Achse, reziproker
Winkels Betrag
imag. A.
. +90°
a) zj
} >z
¢
Preel.le A
N
d)-z N N
Boo 2 9

b) z~1j—

Multiplikation mit j bedeutet eine Drehung des Zeigers um +90°, Division durch j bedeutet eine
Drehung des Zeigersum -90° )
2)2(cos30°+jsin30°)  b)e’™” )3 (cos110° +jsin110°)  d)3-¢7'8"° =23

o) (204 «/Ee“’“‘f;e‘i”‘" = /5.5, 6HEH-I=) _1 180,670
j e’ ’

Betrag: 11,180; Winkel: -79,7°

_ o145 5.6 353)1° 5 i(-45°453.1°-45% _j .
DRSS f2e = o =—‘/555ve*‘*“ +45) _ 5.9 Betrag: 5; Winkel: — 36,9°
J €

(3-2))(4+3)) 13c 97 56136 135
Betrag: 0,299; Winkel: 155,0°
o (l+2.i)2~j (‘/—j & H(63,4°4+63,47) o j90° 5 5 e,

2+j 5 26,6°

) —5+2j V29187 o9 FUSBZIT369 _ 909, £H1550°,

Betrag: /5 = 2,236; Winkel: —169,7°
(—4+2_|)(-4—3j)_J%~ej"53"'°~5~e'3“3"
A PO RN L R
(5+9j)(=12+8j) _ /1066550 .208.¢5!46*"
D 263~ V5N rae T

a) o 5.e7930" b) 0,2.¢79 ¢) 5.4
25 [cos(—50°)+ j-sin(=50°)]=0,25-¢ % =0,161-0,192
b) z = 4-(cos50° - j-sin50°) = 4-[cos(-50°) + j-sin(-50°)];

% = % [cos(+50°) + j-sin(+50°)] = 0,25 - ¢35 = 0,161+ 0,192

=10-e7141°; Betrag: 10; Winkel: —143,1°

=11,388-¢"124™ ; Betrag: 11,388; Winkel: 121,7°

B % [cos(~120°) + j-sin(~120°)] = 0,5 - 2" = -0,25-0,433
d) 2-(cos30°+ j-sin30°)=2-e7% =3+
o % [cos(=m)+ j-sin(-m)] = 0,2-1* =02

) % -(c0s1,2+ j-sin1,2)=0,2-¢"?* =0,072-0,186
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7 Komplexe Zahlen

7.38

7.39

7.40

741

Mit der EULER'schen Formel e* = cosx + j-sinx erhilt man:
a) sinh(jx) = %~(ej" —e""‘)=%'(cosx +j-sinx —cosxX + j-sinx)= j-sinx
b) cosh(jx) = %(ej" +e""‘)=%-(cosx+j~sinx+cosx—j-sinx)= cosx

.\ = Sinh(jx) - jsinx i
©) tanh(jx) cosh(jx) cosx J-tanx

a) (142 =-8+6 baw. (1+3)?=(VI0) e/27 =10.eM"" =846

b)(2=jP=3-4] bzw. 2-j)= ( Jg)z (eIHC28) _ 5 oI 345

O (2+3)F=-5-12) bzw. (2+3)? =(T3 -eIBT =13.6827 _13.¢31126 = _5_1p;
&) (4P =15+8) bzw. (<4—j)2 =(VIT[ -el21660) 17,319 _17.¢181° _154.8;
@3’ =—46-9 bzw. (2-3))°=(V13] -e%3) Z 4687618 = 469
DE1+2P=11-2 baw. (-1+2))° =(V5) -eP168 =11,18.6797 =11,18.¢7103" =11-2j

2-jP==2-11j bzw. (-2-j)® = (V5] -eI¥1534) =11,18.e460%° =11,18.eH10* = 3 _13;
8 (-2-j) j j j
h) (-3 +j)’=-18+26]j bzw.

(3+])* =(VIO) -6 = 31,62 M7 =316 €M7 = _18.426]

a) (1+2))° = (V5794 f =11,18.€10% <1118 167 = 11-2;

b) (3+4j)* =(5-¢7269 ) = 625.¢15075 = 625.¢14"5° = _527 +336]
A3 7109,40 \?

-6+17j 325 .M jlaz e j429,4° j69,4° .

| 332508 | _(5.e4430°F _125.64294° _125.e3694° _ 444117

c)( o ) [Jﬁ-e"”"' (s-emr¥ —125.¢ 125-¢ +117j

d) (cos10°+j-sin10°)® = (eH7" ' =i = g + %j =0,866+0,5]

o (ej-u)f = ed5% _ gi5n-4m) _gin _

6
6 x )
) [3~(cos%+j~sin%)] =[3~e16] =729.e3* =729

g) (2-¢7%)2=4096.¢7%" = 4096.-¢/"" = 4096
ej-w e J60° ej-60'

h = =—=]
) (cos30°+ j-sin30°) (ei'”“ )z el

a)1;-1 b)j; - €)2;-2 d) 2j; -2j
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_ Mathematik 2 — Durch 1 L5

=) -5

. 60° 60°
742 a) wi= A€ 2 =26 wy=E.e’ 2 =262

. 60°+3

1200 1120°4360°
b) w; = §/§.e’ 3 =269 w,= §/§.ej 3 0.6
1120°42360°
wy=38.e 3 =2%==2¢I

g Ll
gw=3e5 =" w=1e 5 =%,
LR 80°43360°
w=l.e 5 =" w=l.e

7.43 Graphische Darstellung in der Gauf3’schen Zahlenet im Anschluss auf der nict Seite.

a)z= =1.&%; w, = &% = cos45° + jsind5° = 0,707 + 0,707;;
= st e’m €08225° + j-5in225° = —0,707 — 0,707;;
b) z=—1+j=2¢"%; w, =1,122.¢*5 = 0,794 + 0,794j;
wy = 1,122. 45120 = _1 084 + 0,2905; w3 = 1,122:¢"%°+ 21209 = 0,290 1,084}
c) z=2- 3j = \/1_3 .e—j»56,3‘= JE .ei<(—56,3'4360') =Jﬁ .ei<303‘7‘,’
wy =1,378.¢37% = 1,378.(c0s75,9° + j-5in75,9°) = 0,335 + 1,337j;
wy = 1,378-¢ 759 %) = _1 337 + 0,335j; wy = 1,378.5 7 29 = 0,335 — 1,337j;
wy = 1,378. 75935 = 1 337 _ 0 335j;
d) z=-1=1."8" w, =80 = £%°= 0,809 + 0,588;;
=0+ = 0309 +0,951j; w,= SO 27 1w
w, = gOe I L o —0,309 — 0,951j; wy =G+ 47 = e"“’ =0,809 - 0,588j
€)z=2+4j= 20 ¢, w, = 1,284+ = 1 284.619° = 1 262 + 0,236j;
wy = 1,284.¢ 1056 = 0 457 + 1 210j; wj = 1,284.67105°+260) = _0 835 + 0,975;
Wy = 1,284.7 106 +360) = _1 96 _ 0,236j; ws = 1,284.6"105+46") = _0 437 _1,210j;
we = 1,284/ 106" 5600 = 9 835 _ 0,975]
£) 2=27e7% =27.683%, w, =3.630% =3.61%° = _0 521+ 2,954j;
wy =300+ 1200 = 5 998 — 1,928); w3 =3.¢ 1212 =3 819 _ 1,026 j
2)z=16-¢1 wy =219 =200 = | 842 +0,779j;
Wy =2:70N0 ) = _0 779 + 1,842j; wy =200+ 2¥D = _1 842 — 0,779j;
wy =2:67 003U = 779 _ 1 8425
h)z=16¢7"% w; = 2:¢7% = 1911 -0,591j; w,=2-03*" =0,59] +1,911j;
w3 =202 = _1 911 +0,591j; wy=2.¢0*3¥D=_0591 - 1,911}
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7 Komplexe Zahlen

imag. A

/
“ Tl reete \\ / feele A. \ff’”

’ vee;e A
/

1 1
744 a)w'= [ (1+_|)] ———,som1
w,—\/' 804 - \/_ CO$45°+_| s1n45°)—— (lﬁﬂ-%ﬁ):%(nj);
IS0 - (cosl35°+_; sm135°)—— (~1+j);

Hasee290 _ 1 (0. L gitaseazory _ 1 s
e 2(l_|),w4 J;e 2(1_|)

b) W’ =(2-612°f 8.6, w, =¥/8-e1 =2.(c0s20°+ j-5in20°) = 0,816 +1826;
w, =860 22,6140 - _0,396+1,9605;
wy =200 -9 20 — 1 460+1,366]

W, =

Wi =

@Nl—‘

745 (a+b)>=a’+2ab+b%
(cos@ + jsing)? = cos’@ + 2-cosq-(j-sing) + j*-sin’p = cos’p — sin’p + j-2sing-cos@ .
Andrerseits:
(cosp + j-sing)? = (%) = e¥7® =e2% = co52¢ + j-sin2¢ (Formel von MOIVRE, (Lehrbuch S. 207).
Somit: cos2¢ + jsin2¢ = cosztp - sinzzp +j-2:sing-cosp =
052 = cos’p - sin’e und sin2¢ = 2-sing-cosp (Vergleich von Real- und Imaginirteil).
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Ingenieur — Math tik 2 — Durchgerect Ls

746 a) x*-3j.x-2=0; x,z—— jt 3_|)2+2=3 + ——+2=3 jt -_=1.J:t|-j'
2 2 2 4 2°727
=j; x2=2j
2
b) x2_(1+j)-x+j=0; x,,= l”i (';-‘] - =._-’ _%,

iH= ,E.e‘jw = w; bzw. wa:
W= Jl; L9012 _ \/I e = JI -[cos(—45°) + jsin(—45°)] =
=\E.G.r- J‘)=—

W, =\/I.ej<-4su|w) LY =-w,
2 2

LR TR OO 1S ROW 1 = I
2 2 2 2 2 2

o) x* -(1+2§)x -1 +_|—

Xi = l+2_|+ ’ 1+21 (14 = Tj ’ 3+4_| - I+2_p+ ’ X =i %= 14

7.47 Da die Gleichungen keine komplexen Koeffizienten haben, gibt es zu jeder nichtreellen Losung
auch ihre konjugiert Komplexe als Losung.

a)x3—8=0; x=§/§=3\18~ew;
=861 =2; x,=2:6M =—14j43; x,=2.6"=_1-j.\3
b)x*-1=0; x=ﬁ=m;
x, =416/ =1.(cos0°+j-sin0°) =1; x, =1-6/" =1-(cos90°+ j-sin90°) = j
%3 =169 =1.(cos180°+ j-sin180°) = —1; x, =1-e/% =1.(c0s270°+ j-sin270°) = —j

747 ¢) x*+1=0; x=¥=1=31.¢"; x,=1-e“'°‘”=ei‘“‘=%+j-g=o,5+o,366j

X, =l 602 _

X5 =T 602120 o % -j- ﬂ =0,5-0,866j

H2=8; x=Y2={4.¢"; 4.1 = i/Z~ei'°’=i/4_=1,320;
X, =1,320-&50*7) = 0,408 +1,255 3 X3 =1,320-e407) = _1,068+0,776;
x4 =1,320.65037) = _1,068-0,776j; x5 =1,320-e"**472) = 0,408 1,255

748 a) x3—4x=x~(x2—4)=0; Produkt — Null - Satz = x=0 oder x*~4=0: X1=0;X=2,x3=-2
b) X’ +x-2=0; x;=lematen; x*+x-2=(x-1)(x>+x+2)=0;

(P ex-2)(x-1)=x? +x42 Produkt — Null - Satz = x—1=0 oder x’+x+2=0:
£ Fx? x=0;
+x24x -2 X+x+2=0; x23=—%i‘{%—2=—%tj~g;
2
ixFx X2 =—0,5 + 1,323j; x3=—0,5— 1,323
2x-2
+2xF2
0
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7 Komplexe Zahlen

748 ¢) X’ —x*-x+1=0; Xoxox+1=(x-1) (P -1)=(x-1)-x-1)x+1)=0;
x1=1 erraten; Produkt — Null - Satz = x—1=0 oder x+1=0:
(-2 - xr 1) e -1)= -1 X1=%;= 1 (Doppellésung)
£+ Fx? x3=-1
-x+1
Fxtl
0
d)C+27+2x+1=0; 2+ +H 1=+ 1) +x+1)=0;
x1=-1 erraten; Produkt — Null — Satz = x +1 =0 oderx*+x + 1=0:
(x’+2x’+2x+l):(x+l)=x’+x+l x1=-1;
+x’+x? 2 =0: N Py | SR, '~‘/5~
__m X +x+1=0; Xp3 = Ei\/;_ EijT,
I Tx X2 =-0,5 + 0,866j; x3=-0,5 + 0,866j
x+1
£xsl
0
7.49

7.50 Die reelle Darstellung, der Zeitwert, ist gleich dem Imaginérteil der komplexen Darstellung.
a) y=4-e" e/ = 4.7 = 4.cos(2t +30°) + j-4-sin(2t +30°);
Imaginérteil: y(t) = 4-sin(2t + 30°)
b) y =2-sin(2 t + 90°) c)y=3sin(2t)

7.51 a)y=2-sin(4t+60°) b) y = 2:sin(4 t + 90°) = 2-cos(4t) ¢) y = 3:sin(4 t + n/6)

7.52 Widerstandswerte in Q

a) Z,=4+j-5; Z,=8;
_ZZy _(4+j-5)-8 _32+j-40_5122. e
ST Z+Z, 4+j5+8 1245 13.62F

b) Z,=4-j-5; Z,=8;
_Z1'Z, _(4-j-5-8_32-j-40 5122 e¥51
TZ,+Z, 4-j-5+8 12-j.5  13.e72F

=3,94 Q-7 =346 Q+-1,89Q

IN

=3,94 Q¢ =346Q-j-189Q

O Z=4; Z,=15; Z,=8; 2=2,+ 2L 4. 008 _6o501j3600-7210.6
242, 548
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B 8

752 d) Z,=4; Z, =—j-5; Z, =8;
2,2 _, ()8

Z=7Z+
Z,+Z, -j-5+8

=6,25Q-j-3,60Q=7,21Q-¢7®"

.. v 1_ - i,
753 a)Y—4+4+J8+ _[5+10 0,4Q" +j-0,1Q 0,412Q" e

;=%=2,43 Q-eM* 22350-1.0588Q

b) Leitwertoperator der parallel geschalteten Widersténde: Y = 417 + ]12 +120198-j.0,780;
1 1

Z =——m—4378+1 -1,730;

0.
+j8+Z, —s3sg+19739—12849é‘”‘
7.54 |100+j~2nf~o,1|=,/1ooz+(21cf.o,1)2 =160,6; 100%+(2nf-0,))% =160,6%;

160,62 -100% 2nf-0,1
= |———— ~200,0Hz; tanp = >~ = @=515°
\} @no,)? "0 T°

S g Im@ _ 1 1 B 5
755 Z=R-j oo (307 = o s R =057 = R=2210

) ) . A 1

756 Z;=j-oL=j-2n-50-L=j-100n-L; Z,=200; Z;=-j—=-j ————
Z,=j-oL=j2n j100m-L; Z, BTV ars0s010
Zy=2Z,+Z;3=200-j-63,66;

72 ZrZy _ F1007L-(200-63,66) _ 20000-L+j628319-L .
=7 Z,+Z, j100nL+(200-j63,66) 200+ j:(100nL—63,66) *
19739-12 628,32-L-(2,203-L)
Re(Z)=——— 2" Im(Z)=-—r 0207,
@ 1212 -4L+4,405 @ n212-4L+4,405
Im(Z) _ 628,32:(2,203-L)
tan45° =1= ) = 32522052007 0) 1 0,53 H
Re(Z) 1973,9.L

-j-63,66;

1 Im(Z) "o 600C 2,653-107 4
757 Z=R-j—; tan(-50°)=-1192=_"—&l=_2m600C 522"~ . pC=7226.10
L=R-jogr 1an(=50% Re@) R RC

Z= [R?+—L  =R. fle—— - =1556-R;
(0C) (2n-600-R C)

Verdopplung von Z: R- \/l +

1
=R- [1+
2r-f-RC)? \l 2n-f-2,226-107%)2

m=(2-1,556)2 = f~243Hz.

=2:1,556-R; durchR

kiirzen und quadrieren: 1+

Z=[R*+ 7 é)z verkleinert sich, wenn bei gleichbleibenden Werten fiir R und C die Frequenz f
()

groBer wird. Z ist am kleinsten, wenn ® und damit f unendlich groB wird.
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7 Komplexe Zahlen

2
7.58 ;=R+j~mL—j~$; Z=JR2+(0.L-&LC) ; Zist bei gleichbleibenden Werten von R, L

und C am kleinsten, wenn m~L—m—lC null ist:

1 1 1
oL-—=0=> o=2nf=—; f=——u"~=36Hz
oC JLC 214/0,4:50-107

1 fjec=tijfoc-L);
7.59 n)X-R JwLﬂa)C R+J(o)C 0)~L)’

Bbes) e R b)) e

Z,-Z —i®-
Z:Z,+—2—3—R*J°’LR2—R*J‘OLRZ(RZ jo-L)

- é"'é_ ﬁRz"’j"“‘L_ I'(Rz'*j"')'L)'(Rz‘j“"'L):
RGO R o LRE R RIr0? L )rat PRy o LR3
sh RI+o? L2 - R+’ L2 Y RIeLr
2 2 2
_Ry‘R}+0® L2(R;+R,) .. o-L-R}
RZ+? L2 RI+0® L2
1
c) Z,=Ry; Z,=-j _C 5 23 R,;
Ry Ry
+ ZyZs J oC X J oC -i-Ry
Z=5- =R|+ 1 =R, TR, =R, =
Z,+Z R,—j— @CRy-J ®-C-Ry—j
- 2 oC oC
o, Ry . R, (1-j-0-C-R,) o Ry-j@-CR}
""14j-@-CR, ' (1+j-0-CR,)-(I-j@-C-Ry) ' I1+w?-C*.R:
R+ 2 Sl ©CR) _ 4 R, i ®-C-R?
1+0?-C1.R2 " 1+0?.C*-R2 1+@?-C>.R2 "~ 1+w?-C?>.R2
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Ingenieur — Math ik 2 — Durchgerect Losungen

N

z=(R j-—)](l)-L_

1 Z-
759 d) Z,=R-j—; Z,=j-0L; Z==2=2
) Z, 10)~C £r=)0 2,42,

R—j~——+j~¢b~L
L, . -
) EH‘Q.L‘R +J oL R [ o-L C)] )
. 1 1
R+j|w-L-—— - -
+j ((o m~C) [R+_| o-L ] [ o-L C)]

LR 1 eileLr2_o L
. C+®LR( L a)~C)+J|:®LR + ]

C ocC? _
5 =
1
R*+[oL-—
(m w~C)

2 L L
o I2.R . o-L-R c (co L w~C)
= 7 ) L\
R’+(m-L-—) R2+(0~L—R)
7.60 a)z(p)=p+2j mit0<p<5 b) z(p) =2 - jp mit-3 <p<0
_ 1 _ 1 10-j-0,20 10 _s_ 020  _ ;.
761 2) Y= 10+j002 1047020  (10+7020)(10-70.20)  100+0,0407 > 100+0,0407 X(o) +jv(o)
0 = x(w) =y(w) = \imag. A.

0f[ 0.1000 | 0.0000
20| 0.0862 | -0.0345
40| 0.0610 | -0.0488
60|| 0.0410 | -0.0492
80 (| 0.0281 | -0.0449

100(| 0.0200 | -0.0400
120(| 0.0148 | -0.0355
140(] 0.0113 | -0.0317
160} 0.0089 | -0.0285
180]| 0.0072 | -0.0258
200() 0.0059 | -0.0235

1 1 1 R-j20 R . 20 .
= = = = = -1 = + 1
b) Y= RijeL = Reji0002 - Rej20 Re720)(R-720) _ RZ+a00 ® RZ+a00 () +j-y(w)
R= x(®) = y® =
0][ 0.0000 [ -0.0500

Imag. A.

30|| 0.0231 | -0.0154 01
60|[ 0.0150 | -0.0050
90][ 0.0106 | -0.0024 -0,01)4

120|| 0.0081 | -0.0014
150|| 0.0066  -0.0009
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8 Vektorrechnung

8 Vektorrechnung

8.1

(-G

» el

Vvl €

{-2)=(-o,sss] 0 1 [ -1 )=(-0,s94]
3 0,832 m -0,5) \-0,447

1
5

82 . . ; lineares Gleichungssystem: I: 7=3k; -k, und II: 0 =k, + 2k,

83

84 a)a-b=2(1)+13=1 b)-5 ©)-56

0 -1 -2 )
s o) w;) o(3) o))
8.6 Es gibt zwei Losungen.
=_2m- (30 _(5). £ _we. _(ys-1_(ys-1).
a'AB'(l—o]"[l)’ b"'BC"'(s-s)’( 1 )
=[] = V12452 =yl —1f +175 12457 =(y,-1) +17;

52=(y;=1F; y3=1=%5 = (131 = 6; (ys =4
Somit: C(6/6); Cy(6/—4).

O—Dl=o—cl_5=(2]_[f)=['], dh. Dy(/S).

5
— — _ (6) (5) (1
0D, =0C,-a= (_4]-[1] (_5], dh. Dy(1/-5).

o (1) ()

ib _ 51415
cosoy == 210 _ 0385 = o =674%
R[] V2626 '

ib, 51+41.(=5)

=20 2IH1) 4 ) o =900
CcosaLy ﬁlb—zl ﬁg«m [25]
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1)

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

Seitenvektoren:
) o)
1-2 -1 4-1 3
Diagonalenvektoren:
G
-1+43) (2 3-(-1)) 4
eCh__16 -
-——— =0,496 = ¢ =60,3°
g V2052

OC=0A+d+3-d; I A
a
__I‘__—»_BI_Z.-_L.Z. B
() s-38-(7)-(3) -5 (3] ”
—  (1+2432/45 6) .
C= = d.h. C(6,68/2,66 OA c
(5-1-3~1/J§] [ 2,66 (¢ )
1 ot
o
1 X
5=A—B=() Normalvektorzu a: fi= ( ) geht y

durch Linksdrehung aus @ hervor. Zugehériger
Einheitsvektor: fiy =—- —[-01%), OB= 51,
T e s ) Logs ) T2

OC, =0B+2-i, =(:’61),d. h. C1(4,61/3,96).

0O =

o—c2=(TB'—2-ﬁo_(00

] d. h. Cy(5,39/0,04).

3 -2 2 -~ . L .
a= (2); ( 3 ) sowie ( 3) stehen normal zu @, letzterer hat eine positive x-Koordinate.

v%'(fa]{f’f,ia]

Gesuchter Normalvektor der Linge 4: 4-

ol
1
® |
1
ol
ON
1
o]
ol
1
ST
]
ol
1
® |
® |
|
~N
® |
ol
+
ol
ol
1

a?+b?-2-a-b-cosq
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8 Vektorrechnung

qn
2)

+p.(ll) oder 5=5+p = p=0; 2=2-p = p=0; Q liegt auf der Geraden
1

IJ oder 7=5+p = p=2; 4=2-p = p=-2; P nicht auf der Geraden

) oder 4=5+p = p=-1; 3=2-p = p=-1; Rliegt auf der Geraden

12) oder 4=2+2\ = A=1; 4=2+) = A=2; Q nicht auf der Geraden

( 1
sis o ({)-(2)or(
(8 =(§]+k« I] oder 8=2+2\ = A=3; 5=2+A = A=3; Rliegt auf der Geraden
(

b)(1)x=2+2A; (2) y=2+A; (2) = A=y-2 in (1) einsetzen: x =2 +2:(y - 2); y=%~x+1

814 a) [2+3A=51  b)L1+3A=5+p oL4+3A=-1+2p d)L:1-3A=4+6p

I 2A=5-2p IL2+A=2-p Im:1-2A=3p I1+A=2-2u
= A=1,31; = =A=1lp=-1; SA=-Lp=1; I=>A=1-2p,inl
p=119; x=1+3\=4; x=3p=3; einsetzen:

x=2+3A=594; y=2+A=3; =-1+4+2p=1; 1-3(1-2p) =4 +6p;

y=2A=2,63; S(4/3) S(1/3) 2+6p=4+6y;

S(5,94/2,63) 2 =4, keine Losung, kein
Schnittpunkt. Die
Richtungsvektoren der

Geraden sind parallel.

8.15 Der Schnittwinkel zwischen zwei Geraden ist gleich dem Winkel zwischen ihren Richtungs-
vektoren.

= (3). . (5 o
a) a,-(z), a, —(_ ), cosq)——lall |a||-—*/_*/__0567 = ¢=555

" IR e
ok =1= al—(l), kz—2 = az—( ) cosq)——|a|l |azl_—‘/_ J__0949 = ¢=184°

1 - 2 . 1
dk=—>1 =( ); k,=-1=> 32 =( ); —————0316=>q) 71,6°
‘2 g : -2 V245
2\ — 1) —
816 a)2x+3y=1; (3) x =1 b) x +2y=10; (2)-x=10
€)2x+5y=1; ()?:1 d) 5x +2y = 10; (s)-I=1o

3x+3

e)x=-1+2u =>p= ;l;y=3u-
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B 1B

8.17 a) A(1/2) ein Punkt auf g; AP = [:_;J = @], Richtungsvektor von g: & =(ﬂ;

ms@-m—ﬁ—os68=}q’ 29,7° d(P,g)= |AP| -sing=1,79

b)x = 0:y=—x/2 + 1 = 1; A(O/1) ist ein Punkt auf g; A_P=[55"1)]=(2J;

gy= —% +1 in Vektorform umschreiben, etwa: x =2\, y =-A+1;

(x) = (?] + L( 21) ; Richtungsvektor von g: @ = ( 21] H
y _ ]

AP.-a 6

== - =0,419 = ¢=652% d(P,g)=[AP|-sing =581
cos@ |A |a| Jas ) (P,g) lAPI smne
€)2x-3y=6; y=§ X— = %; x=0; y=§'x—2=—2;A(0/—2)isteinPunktaufg;
AP= —4-0 ein Richtungsvektor von g ist ! = ! =L 3 oder
1--2)) k) \23) 3 (2

einfacher a = [3]; cos@p = APE: =-0,333 = ¢=109,4°; d(P,g) =|AP|-sinp=4,71
S &

8.18 Man wihlt einen (beliebigen) Punkt P auf der einen Geraden und ermittelt seinen Normalabstand

zur zweiten Geraden.
a) P(1/1) ein Punkt auf der ersten Geraden; A(4/2) ein Punkt auf der zweiten Geraden;
Xf:[l_“):[_}J; Richtungsvektor der iten Geraden: a =( 6 );
1-2 -1 -2
AP-a -6

cos@= |_| rl T 0,s=<p=143,1°;d(P,g)=|H>|~sinq>=1,9o

b) x=0;2x+3y=6 = y=2; P(0/2) ein Punkt auf der ersten Geraden; x =3; y = —%-x =-2;

0-3
2-(-2),

zweitenGeraden:k=-z; Nof P13 oder einfacher 3 = 3 ;
37 \k) \~23) 3 (-2 -2

cos¢—:—————0943 = ¢=160,6°; d(P,g):A_' -singp =1,66
iR a

A(3/-2) ein Punkt auf der zweiten Geraden; AP= [ J = [_43) ; Richtungsvektor der

e = . = (1 2-4
819 a)g x-0A+A‘AB-(4)+x~(3_‘)-[4

)+ A ~[_22); h bezeichnet die zu g parallele Gerade

durch P; a=AB ist daher ein Richtungsvektor von h; somit h: X =0P+ pe -AB= ( ) B ( 2]

In parameterfreier Form: x =2 — 2u, y =5 +2p; Addition beider Gleichungen = x+y=7 als
Gleichung der zu g parallelen G h.
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8 Vektorrechnung

8.19 b) A(1/4) ist ein Punkt von g; AP = (2_1) = (l] ; a=AB= [—2);

5-4) 1 2
cos ____—_o=> =90°; d(P,g) =|AP|-sinp =+/2 =1,14
(plAP|||‘/_‘/_ 9= (g)|Pl 0=
— (5-0) (5). .. TR i 5|3
820 a) AB=(]_4)=[_3); ein Normalvektor zu AB ist: n=(5); y

fi ist ein Richtungsvektor der gesuchten Geraden g; C liegt auf g;
g kann daher durch die folgende Gleichung dargestellt werden:

i=&+x~ﬁ=(3]+x{3).
4 5 '

Parameterfrei: x =3 + 31 = x="T’3; y=4+5x=4+5."T’3; i

also schlieBlich y=§~x—l oder 5x—3y=3.
b) Gerade hdurch Aund B: y=kx+d; d=4; k= ,y=——x+4 Schnitt g mit h:

Ly==.x-— . =_3. + =5 . =__z . 3
Ly 3x 1 und ILy s 4 =>x ” ~221;y 9 2,68; F(2,21/2,68)

CF=4/3-75/34) +(4-91/34) ~1,54

¢) AC= (3 g] (3] ; AB= (__53] ist ein Richtungsvektor der Geraden h;

cosp= ACAB _ 15
|AC||AB| 3.3

- = (5), = = (3. . 1 (5. = 1 (3. VY
=AB = ; b=AC= ; = s =
sa e (1] [5] o7 (1) %o (o)
G =B 43 = 5/26+3/34
0TI 1/ V26+5/34
Winkelsymmetralen w,; Gleichung von wg: y=kx +d; d=0;
_1/26+5/34 _ Ba+5426
~0,705; t: 0705
" S/V26+3/N38 5344326 somit: ¥ =070

=0857 = ¢ =31,0° d(C, h)= AC-sing ~ 1,54

] ist ein Richtungsvektor der

8.22 Die Streckensymmetrale s geht durch den Mlttelpunkt M der Strecke AB; ein Vektor normal zu AB
ist Richtungsvektor der Streck

M((O+5)/2 / (0+1)/2 ) = M(2,5/0,5); AB= (? '3] = G) fi= (’5‘] ist cin Normalvektor zu AB;

Streckensymmetrale s: % =OM+A-fi= (3:}« x{';] oder x=2,5-1,y=0,5+5\;

daraus: A =2,5-x, y=0,5+ 5 =-5x + 13. Somit lautet die Gleichung von s: y =-5x + 13.
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& B =)

8.23 a) Gerade g durch A und B: Richtungsvektor AB =( 6]) H
L = — (1 6 — _ (1
g x=0A+k~AB=(2]+A-[_I]; Normalvektor zu AB:n=[6];

Gerade, auf der die Hohe h liegt: X =0C+ +p-fi= (4)“1 (I)

st s cemanrits: o )-8 ()

L1+6A=4+p und I:2-A=7+6p = l=—; K=}

x=1+6A= —~311 y=2-iA= —a165 FuBpunkt F(3,11/1,65). Lange h, = CF = 5,43
b) Gerade g durch A und B: Richtungsvektor AB=( 2); %=0A+A-AB= ( )+7~ [ )
Normalvektor zu AB: ﬁ=(:]; Gerade, auf der die Héhe h liegt: i:&)+p.ﬁ=[:)+p.(§);

Schnitt dieser Geraden mit g: (z] +A ( SJ = (g) +p (z) oder

L2+50=2p und I:2-24=8+5p = x=—2; — x=2+57~=—% ~—1,79;

y=2-2A= ﬂ ~3,52; FuBpunkt F(~1,79/3,52). Lange h. = CF = 4,83

¢) Gerade g durch A und B: Richtungsvektor AB=( l); X =0A+A~AB=( 3 )+7~-[ Sl];
Normalvektor zu AB: fi =(;] ; Gerade, auf der die Hohe h liegt: X =OC+p-fi =(Z)+l—l'(;);

Schnitt dieser Geraden mit g: [ ]+ A ( ] [Z]+ p.(;] oder

L-1+5A=T+p und I:3-A=5+5p = A= E; |.|=“.;x=—l+5l=% ~631;

y=3-A= —~154 FuBpunkt F(6,31/1,54). Lange h = CF =3,53

824 5=ﬁ=(4); E:B—c=[‘2)
2 2
hy ist der Normalabstand von A zur Strecke CD: INB
AD=b; CD=-4; D % &8
b(c8)_=2:(H+2 (D) o316 -, o 7160, B

COsQ, = | | |—a| Jﬁﬁ

h=AD -sing = -\/§~Sin@| =2,68.

o[ 1 X

hy ist_der Normalabstand von A zur Strecke BC: ¢ =@,
h= AB-sing; = m-sintpz =424,
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8.25

8.26

827 1) z=r3=(f]; LR:C]; Z:Fc:('2 ;

OD=0A+AM+MD; 4 D
Mittelpunkt M( (0+5)/2 / (2+5)/2 ) = M(2,5/3,5);

AM =%KE = % (;] ; MD geht aus AM durch Linksdrehung um 90°

hervor: Wﬁ:l-[‘:): @:(Z)+%{§]+%~('s3) [) dh. D(1/6)

OB=0A+AM+MB; MB—-MD B
0B=(2)+L(3)-L(73)=[*); an B@n) ot X
“l2)7213) 2 s) )

OC,=0A+AM+ MCI ; Mittelpunkt der Strecke AB: M(2,5/1,5)

= >

y c,
m:%ﬁ:%(?], fi ist ein Vektor, der aus AM durch
. _ 1 (-1} (-05
L1nksdrehunghervorgeht:n=—~( ):( );
2 s) (25 B
Einheitsvektor zu fi: fi, =_J= (_O’SJ—ﬁ{_:;S]; 2_ ;
Seitenliinge s=AB =+/(5-0)% +(2-1)? =426 ;
Dreieckshhe h= 243 =% 32 =%-Jﬁ ; c,
— (0} 1(5) , . (0) 1(5) 1 2 (-05) (163
OC,—(l)+5~(l)+h~no—(l)+i{l)+7ﬁ-ﬁ(25) (m) dh. C(1,63/5,83).
0) 1 (5 -0,5) (337
0C, =0A + AM-MC, = —[7]-43- d.h. Cx(3,37/-2,83
2=0A% ! (1) 2 (1) ‘E(z,s (283) « )

4
zugehorige Einheitsvektoren: @, T ( ) ( 0447)

0,894
gL (3)(0519). ; (0,981
0=77\5)"logs7)? ©0 T “lo196)°

. T = 1,495) . . .
U=by+¢y= (l 054) ist Richtungsvektor d. Winkelsymmetralen wq.

Ihre Steigung: k, = % =0,705. Somit lautet die Gleichung von wg: y = 0,705-x.

1,495
- == (—1,428
V=-C+a=
0,698

] ist ein Richtungsvektor der Winkelsy len wp (Achtung: ~C ver-

wenden, sonst erhilt man die AuBenwinkelsy trale). Ihre Steigung: kg = 0698 =-0,489.

-1,428

wpgehtdurch B:y =kpx+d; 1=kg-5+d = d=1-5kp=3,445.

Somit lautet die Gleichung von wp : y = -0,489-x + 3,445,

Schnitt w,, und wp: 0,705-x =-0,489-x + 3,445 = x=2,886; y=0,705-x =2,034;
Inkreismittelpunkt: 1(0,29/2,03).
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) =) )

8.27 b) Eine Schwerlinie (als Gerade) geht durch den Mittelpunkt einer Seite Y
und den gegeniiberliegenden Punkt des Dreiecks.

M(2,5/0,5); M.C= C—i’:) = (2’:) ist ein Richtungsvektor der

Schwerlinie s¢; ihre Steigung ist k =% =9. Sie geht durch den

Punkt C:y=k¢x +d; 5=9-3+d = —22. Somit lautet die
Gleichung der Schwerlinie s¢: y =9-x —22.

My(1,5/2,5); MpB = (f_;’z) = ( 3;55] ist ein Richtungsvektor der Schwerlinie sp; ihre Steigung
st ky = % = -% ~—0,429. Sie geht durch den Punkt B: y =kyx +d; 1=-0,429-5+d =

d= -273 ~3,143. Somit lautet die Gleichung der Schwerlinie sc: y =-0,429-x +3,143.

Schnitt der beiden Schwerlinien: 9-x —22 =-0,429-x +3,143 = x= % ~2,67; y=2;S8(2,67/2)
¢) Eine Hohe (als Gerade) steht normal auf eine Seite und geht durch y
den gegeniiberliegenden Punkt des Dreiecks. ¢=AB= (f), Vektor

normal auf &: A =(_51);H6he he %=0C+A-, =C)+x(-5');

—_ - _ 1
b =AC=(3); Vektor normal auf b : ﬁb=( S); A —1
5 3 ol 1
" P~ - 5 -5 . . 3 -1 5 -5
Hoéhe hy: x=OB+u~nb=(1)+p{ 3); Schnitt he mit hy: (5)+}»~ s = (1]+p~(3 ) oder
LE3-A=5-5p undI:5+5A=1+3p = )~=—% s H=...Xx=3-A=3,64;

y =5+ 5\ = 1,82; Hohenschnittpunkt H(3,64/1,82)
d) Eine Streckensymmetrale geht durch den Mittelpunkt einer Seite und
steht normal zu ihr. Mc(2,5/0,5); Vektor normal auf €: i, =(_1);

Streckensymmetrale me: X =OM, +A-fi, = (3’2) + N(_;) 5

3

My(1,5/2,5); Vektor normal auf b: iy =(_5);

Streckensymmetrale mp: X = OM,, +p-1i, =(;55)+ p{';); Schnitt m mit my:
23 a2 [ [ ) oder 1:2,5-A=1,5- 5 und 1: 0,5+ 50 =2,5 +3p
0,5 5 2,5 3
= A= % s = X=2,5-A1=2,18; y=0,5 + 5A = 2,09; Umkreismittelpunkt U(2,18/2,09)

e) Gerade g: y =k-x +d etwadurchHund U: I:1,82.=k-3,64 +d und II: 2,09=k-2,18 +d
= k=-0,18; d=2,49; y=-0,18x +2,49; Saufg? 2=-0,182,67 +2,49;2=2,01.
Ubereinstimmung im Rahmen der Ungenauigkeit durch Runden. Exakte Ubereinstimmung gibt
es im Allgemeinen nur bei “symbolischer” Rechnung, d.h. hier bei Verwendung von Briichen
fir die Koordinaten der Punkte.
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8 Vektorrechnung

828

829

8.30

83

-

8.3

N

Schwerpunkt S:

_Xat+tXp+Xc _ o,
=TatRtie s,y

+yp+
Xs _Ya )'39 Yc =3; S(S/S);

- = (2 = —= (T = — (5§
5522 5-e=() <7 7)

n, = (_52) g = (IS) , Normalvektoren auf a bzw. c;

Gleichungen der Hohen auf a und c:
h,: X =OA+A-n,; 2x+5y=12;

h, ';=O_C’+p~z; S5x-y=34;

Schnitt der beiden Hohen: Hohenschnittpunkt H(&

Mq(7/3,5); Mc(3,5/1,5); Seitensymmetralen:
m,= ;(:OM, +t-;,'; 2x+5y=315;

Schnitt der beiden Seitensymmetralen: Umkreismittelpunkt U(

Gerade (,,Eulersche Gerade €) durch Hund U: y=-—

bestitigt die Behauptung.

- \ ) ”'4,}

1

{
1%
M
i

0

-—) oder H(6,74/~0,30).

;=0Mc+s»n—c; S5x-y=16

mps)

89 586 .
X+=

47

oder U(4,13/4,65).

; Einsetzen der Koordinaten von S

Anmerkung: Rechnet man mit gerundeten Zahlen, so ergibt sich im Allgemeinen keine genaue

Ubereinstimmung.

0A

&l

N ©O O o o O

-2
2+—
3

o — —(—2>
OP=0A+§~AB-

, dh. P(1/3/4)

2) OP=0A+2- AB- 1 +2 5 1 = 9 dh. PG/9/7)

1
b) v= AB= [4] Einheitsvektor v, =

1
{4];
3 26 3
1 2,59
OP=0A+AB+3-9,=|1|+|4|+3.- | 4|=|735|, dh. P2,59/7,35/5,77)
1 2 [3 577
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8.33 Endpunkte Q; und Qz;

8.34

8.35

8.36

8.37

-2 -2 1,33
2)v=AB=|3 |; vo=ﬁ ; OQ; =0P+5-7, =101, dh. Q(1,33/10,01/6,34)
1 1

634
. 6,67
bzw. 0Q, =0P-5-7,=| 199 |, d.h. Qu(6,67/1,99/3,66)
3,66

-3 -1,67
6,11
bzw. 0Q, =OP-3- Vo —[3 77
1,67

-2 - 3,89
b) V=AB=| 4 ;70.=#» 4|; OQ =0P+3.9,=| 823 |, dh. Qi(3,89/8,23/-1,67)
-3
] dh. Qu(6,11/3,77/1,67)

2,67

]; —C=[16]; 05= % (0A+0B+0C)—[ ]; S(2,67/4/1)
0 1
2 2 2 2
b) 7:[2]; Ta:[e]; —c=[| ]; % (0A+OB+oc) [3]; S(2/3/6)
8 7 3 6

=2+3+0

,);=[_l]-,|:=43 [_z] | 5|=+10; cose= ]—H—[ T =012 = 0=826°

1 - —
b)€=;+i=[4];l_c'=m;?=: [ ] | | J_ cosg = i d =-0252=> ¢ = 104,6°

%\

c)€=-2+2i-[ 4} l | Va2, T =3a- 2b=[—3] | | 82; o= 1484°
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8 Vektorrechnung

8.38

8.39

8.40

8.41

8.42

a)a= j ; |§|=«/ﬁ b= Iz |b| =14; cosg= EE =0357 = ¢=69,1°
- 3 oig
1 1
b)a=i+]=|1 ,l;|=~f2- b=i-j= |b| V2; costp-——O = ¢=90°
0

-2 3 1
a =[ 1 ]; b= [—2] 5 < =[—l] 5 a+b=c = diedrei Vektoren bilden ein Dreieck;

a-b=-23+1- -(-2)+4-2=0 = die Seitenvektoren a und b stehen normal aufeinander, die
drei Vektoren bilden daher ein rechtwinkliges Dreieck.

() = (Y =~ (%)~ o
V={Y]; i=[0];j =[l}|"|=5;|i|=|j |=1;
z 0 0

v =X

- X
Rl I
|;|=\/x +y2+22 =5; x2+y?+22=25; 7, =+/25-x* —y? =2,08;

3,21 3,21
2y =—25-x2 —y? =-2,08; v—|=[—3,21]; A =[—3,2|]

2,08 -2,08
2
a=|1|; b=[-2
0

I 1=2r+3s
a)y v=|7[; v= r-a+s-b+t-c oder I 7=r-2s+t

.

=3,21; cos130°= = y=>5-cos 130°=-3,21;

é—«
e=s]

w
y_/
X}
)
—_—
H - O
= =

II: 10=2s+4t

= =2 s=-1; t=3; v=2a-b+3¢
I 5=2r+3s

b) v= -9]; v=r-a+s-b+t-c oder I:-9=r-2s+t

Ni:2=2s+4t
=>r=-2;s=3; t=-1; v=-2a+3b-c
ay c0s52° 0,616
a=|ay =|§|«[sinsz°]=|E|~[o,7ss];
ay 0 0
by sin20° 0,342
5ol o |- 7 ]=|a|. : ];

bz €0s20° 0,940

| H | (0,616:0,342+0+0)

= =0,211 = ¢=778°
ab al{b|
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B B

8.43

8.44

8.45

8.46

8.47

8.48

8.49

2=45t-0,5gt* =45t — 5¢ = 0; 5t-(9 — t) = 0; Produkt — Null — Satz = t, = 0 (Zeitpunkt des
209 (180
Abwurfes), t; =9 s. Damit lautet der Ortsvektor des Auftreffpunktes: T =|20.9 |=|180 |m

0 0

O 2 TR ] TR o R 0 L 0=2r-3s-2t
a=|0|; b= ; e=[-2|; v=[0|; v=r-a+s-b+t-c oder J. (=352t
3

-2 II: 2=-3r—3s—3t

-10 1 1 0
b)F=| 4 |; s=0B-0A=(2|-|-4|=|6|; W=F.5=-10-0+4-6+8-4=56
8 6 2 4

. Fix . Fax
F = [F,y]; F, =[Fzy]; Fix=F-cosoy = 17,4; Fiy=F-cosp; =-50; Fi,=F)-cosy, = 100- cosy);
R Fa,

FZ =F +F} +FL; 100% =17,42 +(=50)* +100% -cos’y, = cosy, =+4/0,7198 =+0,848;

day; <90°, ist cosy; nicht negativ; cosy; = 0,848 = v, =32,0°. Fj;=100- cosy, = 84,8.

Fax = F2:cosay = 65; Fay = Fa-cosPz = 99,6; Fa, = Fa-cosyz = 130: cosyz;

F} =F} +F3, +FL; 1302 =657 +99,62 +130% .cos’y, = cosy, =+,/0,1632 =10,404;

day; 2 90°, ist cosy, nicht positiv; cosy, =-0,404 = y,=113,8°. F5; = 130-cosy, =—52,5.
174 65 Re) (824

F =[—50 ]N; Fz=[ 99,6] N; R=F+F=|R, =[49,6]N; R =|E|=101,4N;
84,8 -52,5 R,) \323

R
cosa=&:> a=35,7°; cosB=—L = B=60,7°; cosy=& = y=714°
R R R
= 2 - -1 L. 3 Lo 0 fo e - -6
a)a=[1|;b=[3]; axb= b) ax2a=|0 ) (a+b)x(a—b)= -2
-1 0 7 0 -14
oy (1) _ _ (9
-{1|=|-1} axb=
0 0 -2
X

2 b
;:[6]; b= by s |;§|=«/21+62+32 =7; b parallel zur (x,y)-Ebene = b,=0;
3 b,
b normal auf a = b-a=2b, +6b, =0 oder by=-3-by;

—2

[B =02 48] +07 = (35,77 45} +07 =100} =35 = (=235 =2 1113

_ -3,320 . 3,320
b1 ==3-by; =-3,32; by =-3:by» = 3,32. Zwei Losungen: b, =[ 1,107 | b, =|-1,107
0 0
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4-1 3
8.50 a) Seitenvektoren: a=AB =[S—I] =[4] ; b=BC =[

2-1 1
cosa—rm—j_—%-miﬂ = o= 68,5 axb—[ : Flacheninhalt = fa x5 =17,7
oo 2-5 -3 . 1-2 -1
b) Seitenvektoren: a=AB=| 5-1 4 |; b=BC=|6-5|=| 1 ;
1-2 -1 0-1 -1
- 3 |- -]
wsa—m—ﬁ-0906 = a=251° axb= -lz ; Flﬁchemnhalt=|axbl=3,74

- 0 0,1 0
851 F=-16-10"° 2000 x o =l o |N
321077
Fy —2:5in60° . 2 o 6
8.52 a) FA = FAy H FB = FBy ; Fy -2-c0s60° |; Ortsvektorzu F: r=|0|,zu Fg: 13 =| 0
F 0 0 0

) ZFi= : F, +Fa+F=0 sowie

) Zﬁ, =0 etwa beziiglich A: (r x F)+ (l'a xFy )= 0 . 13; gibt keinen Beitrag zum Moment.
Haufige Vorgangsweise bei ebenen Problemen (alle Krifte in der (xy)-Ebene):

In (1) geht man komp ise vor: Die S der (skalaren) Kompc in x-Rich

ist null, auch jener in y-Richtung (die Betrachtung der z-Richtung kann natiirlich entfallen).
Weiters sind in (2) nur die Komponenten M;, der Momente, also jene in z-Richtung, ungleich
null. Dementsprechend kann man wie folgt rechnen, wenn man die Vektorprodukte umgehen
will: Man bildet die Momente der Betrdge aller Kraftkompc beziiglich eines gewihlten
Bezugspunktes. Dazu ergeben sich die richtigen Vorzeichen, wenn die linksdrehenden Momente
positiv, die rechtsdrehenden Momente negativ angesetzt werden!

Auf diese Weise entsteht ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von Fax, Fay und Fay.
I: Fax—2-c0s60°=0

II: Fay + Fpy — 2:5in60° = 0

III: 6-Fgy —2-2:5in60° =0 (Krifte in x—Richtung ergeben kein Moment)

In III wurde als Bezugspunkt einfachheitshalber A gewihit. FBy ist linksdrehend,

F, mit|F, | = 2:sin60° rechtsdrehend.

= Fac= 1KN; Fay= 1155~ 1,2KN; Foy = 0,577 = 0,6 kN; [Fy| = |[EL, +Fl, =15 kN
b)I: Fax—5-c0s60°=0

1l: Fay+ Fay— 8- 5:in60° = 0

IIL: 2.4 Fg, — 0.8:8 - 1,6-5-5in60° = 0

= Fax=2,5KkN; Fay=6,777 ~ 6,8 kN; Fg, = 5,553 ~5,6 kN; |ﬂ| = JRA +F, ~ 721N
¢)I: Fax—12-c0s55°=0

II: Fay+ Fgy— 8- 12:5in55° = 0

III: 3-Fgy — 0.8-8 — 1,6-12:5in55° = 0
= Fax=6,883 ~ 6,9 kN; Fyoy =10,454 ~ 10,5 kN; Fgy=7,376 ~ 7,4 kN;

[Fa]= VE% +F2y =125KN
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£ &

8.53

8.54

8.55

8.57

8.58

a) I FAX =0

II: Fay+Fay-10=0

1IL; 8-Fp, ~410=0

= Fax=0KN; Fuy=SkN; Foy =5kt [Fy|= B2 +E, =5kN
b)I: Fa—3-c0s35°-2=0

Il: Fay+ Fay— 3-in35°=0

I1L; 8Fp, + 4-3-0535° = 2.3 5in35°+ 22 = 0

= Fa= 4457~ 4,5 KN; Foy = 3,019 ~3,0kN; Fa, =-1,299 ~-1,3 kN;
[Fu = P2+ 2, 54N

¢)I: Fax+ 8-cos40°- 6-cos30°=0
II: FAy + Fpy — 8 — 8:5in40° - 6 sm30°- 0
. -8

= Fans 0932~ 0.0 kN; Foy=7,203 = 7,0 KN; Fg, = 8,939 = 8,9 KN;
|§| = JF2 4B, ~ 731N

a) P(3/4/-1) auf g1?3=2+A=>A=1; 4=2+2A = A=1; -1=1-2A = A=1.P liegtaufg,
P(3/4/-1) auf g;? 3=1+0-p = keine Losung; 4=1+p =>p=3; -1=2-p = p=3
es gibt fiir die erste Gleichung keinen Wert = P liegt nicht auf g,

b) Q(1/0/3) aufg)? 1 =2+4A =>A=-1; 0=2+2\ = A=-1; 3=1-2A =>A=-1,Qaufg
Q(1/0/3) aufg? 1=1+0-u = jeder Wertfiirp lost; 0=1+p=>p=-1;
3=2-p; p=-1 = Qauf g

c¢)R(172/1)aufg; ? 1=24A=>A=-1; 2=2+2\ = A1 =0;1=1-21 = A =0; R nicht auf g,
R(172/1) auf g, ? 1 =1+ 0-p = jeder Wert fiir p 16st;,2=1+p = p=1;
1=2-p = p=1 = Raufg,

-1 0 3
]+)\.-[ 2]; A=2:P(1/8/2) b);=[2]+k~[0]; A=2:P(6/2/3)
0 1 1
0
+A| 1|3 A=2:P(4/2/-2)
-2 0

o 2 5— 0 2 5
g: x=0P+A- AB=|2|+A- 2|+A| 4
s 3-1 5 2

a) Schnitt mit (x,y)-Ebene: z=0 = 3+3A=0; A=-1 = P(2/2/0)
Schnitt mit (x,z)-Ebene: y=0 = 4+2A=0; A=-2 = Q(4/0/-3)
Schnitt mit (y,z)-Ebene: x=0 = 2L =0; L=0 = R(0/4/3)

b) Schnitt mit (x,y)}-Ebene:z=0 = 1-2u=0; p=0,5 = P(2,5/3/0)
Schnitt mit (x,z)-Ebene: y=0 = 2+2p=0; p=-1 = Q(1/0/3)
Schnitt mit (y,z)-Ebene: x=0 = 2+ p=0; p=-2 = R(0/-2/5)

A:3=2+p = p=1 y=2+2u=4; z=1-2u=-1; A(3/4-1)
B:0=2+2p = p=-1; x=2+p=1; z=1-2u=3; B(1/0/3)
C:-3=1-2u = pu=2; x=2+p=4; y=2+2u=6; C(4/6/-3)
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8.59

8.60

8.62

8.63

8.64

4 -2 4 -5
a)§=cTn.+x~H3=[ ]n [4] b)§=o—A+p.A_B=(o]+p-[s]
1 7 2 1
0 -2 7
¢) x=0A+ [ ]+t [4] d) §=@+1~K§=[o]+x~[4]
5 3 -3

-4 2
a) AC —[ 0 ] [0], es gibt kein k, so dass AC =k-AB = A, B, C nicht auf einer Geraden
3 0

0

b) AB =[ 1 ] AC= [-z], es gibt kein k, so dass AC =k-AB = A, B, C nicht auf einer Geraden
-1 3

Der Schnittwinkel ¢ zweier Geraden g; und g, ist der Winkel zwischen ihren Richtungsvektoren

al
a, unda2 COSQ = T—=r7—7
DB

[0 . 1 —2 _ 0
a)a, =|1[; a,=| 0} ©=1292° bzw. ¢=508° b)a, = ; a=[ 1 @=716°
-1 2 0 -1

a) A aufg: A(22/1);

=2 -

sz ;7 =] 2 | cosle)=ARR = p=1164°;
] -2 ‘AP|'|a‘

%l

d(P,g)=|A_13|~sin<p=2,69

0
b) AP= 3]; 2= 1}; ¢=113°; d(P,g)=0,71

-2 -1
2 1 N
a) AB= 6]; AC= 4]; cosp= _(; ﬁ =>¢=174° A<@)
! 2 i
h=d(P,g)=|R|-sin¢=1,37 B
O

0 0
b)A—B=[4]; AC= —I]; ©=87,3% h=d(P,g) = 5,09

-1 -5
_ 1 2
a=|1|; Aaufg: A1/2/4); Paufg,: P(3/0/4); AP=|-2 P
1 0 A lld 9
°05(¢)—| hi"| = o g=00°; d(g g,)=AP=+B~283 H -

Qe
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Lo -2 L -3 Lo 5
. =BC= ; b=CA=|-7|; ¢c=AB= C
8.65 a) a=BC [Z] b=CA [_z] ¢=AB [;] A
=IB_C'|=3,46; b=|ﬁ|=7,s7; c=|A—|=7,o7 il a
c-(=b) c)a
b) coso=S1"2 = 0=26,1°; cosB=1"t2 = B=90,0° i p
; _| i I e
cosy = H'bl = y=63,9°; o+B+y=180°
¢) Flacheninhalt = %~|§|-|€|-sina =122; Alternativ: Flﬁcheninhalt=—;—-|5x3|=%- -lnoo =122
20

SRS

7 -6
8.66 a) 0M,=6K+%~A—B=[1]+%-[2] [
3 -2

Schwerlinie s¢: x =OM, +A-M,C= [

], dh. M(412/2);

R

b) Einheitsvektoren c_o' und —b_,; zu AB bzw. AC:

-6 -3
=2l b= 4l
el 5 1]

-1,462
ein Richtungsvektor von wq: v, =co+b, =[ 1,044 ];

NN A

0,070
7 -1,462 o
Gleichung von w: X = O_A.+}~u Z =[l]+k°l [ 1,044 ]
3 0,070

, dh. My(2,5/4/3);

~

. . 1 3 2,5
o) OM,=0B+%-BC= sl+l]2|=| 4
1 4 3

~ 2,5 4,5
Schwerlinie s;: x=0M, +p,-M;A=| 4 |+p,| -3 |;

3 0
4 0 2,5 45
Schnitt s mit 8a: | 2 [+pc [ 3= 4 [+pc| =3[ 4=2,5+4,5py2+3uc=4 -3y 2 +3pc=3;
2 3 3 0

= M= 35 Ke=gs Xs=4: ys=2+3-uc=3; zg=2+3-pu.=3; S(4/3/3).
Kontrolle: xs % 6—+OB+&5)
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8 Vektorrechnung

N

-6 3
8.66 d) Einheitsvektoren ¢, und a, zu AB bzw. BC: g:ﬁ{z]; a':%.[ ];
4

-1,462 1 -1,462
Richtungsvektor von wp: v =—co+ag =( 0.070 |; wp: X= OB+KB B =|3[+Aq-| 0,070 |.
1,044 1 1,044

7 -1,462 1 -1,462
Schnitt wo mit wg: [ 1|+A, | 1,044 [=)3|+Ag-| 0,070 | = Ao =2,053; 1(4,00/3,14/3,14)

3 0,070 1 1,044

8.67 a) A=0und p =0 liefern bequem die Punkte P, und P,:

(9 _— .
=0P =|2(; x,=0P,=|4|;
1 3

0 1
Richtungsvektoren von g bzw. h: a =[ 1 J i b= 0]
1 1

1
;_;=c7n_o—n=[z]; axb [] (axb)ﬁ%

2

a0 =[5~} xB) = 3]= 313

1 2
b) Py und P; einfach fiir A =0 bzw. p=0: x—,=o—1>,=[z]; Z:oTy:[o];
5 6

2 1
Richtungsvektoren von g bzw. h: a= [ I] ;b= [ l]
0

_ 1Yy (2 i) 2
—x, =OP, -OP, =| -2 ; axb=|-4[; laxb), =—=-[-4[;

a0 =[x - x; Haxb) = 7= =240

3 .l 0
8.68 a) x =[I]+A[2]+p [3] A=2,p=-1: PQ1/2/1)
2 0 1
5 1 1
b) X = [4]»4 [—z]w{l]; A=2,p=-1: P(6/-1/-4)
1 -2 1

8.69 a) Q(6/5/4): b) Q(3/5/6): ¢) Q(10/1/1):
L6=5-A+2p I:3=5-A+2p 10=5-A+2p
M5=3+20 I:5=3+2\ I:1=3+2A
M:4=4+\-p N:6=4+\—p H:1=4+)\—p
N=A=1 MI=>p=A=1; N=aA=L l=p=1; N=A=-1; MI=p=2;
L6=5-1+2 L3#5-1+2 L10=5+1+4
Q in der Ebene Q nicht in der Ebene Q in der Ebene
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870 a) (1) x=1+1 = A=x-— b) ()x=5-A+2p

1
@ y=2+p > p=y-2 @y=3+24 = A=23
(B)z=1-2A+p = 2

z=1-2(x-1)+y-2oder2x-y+z=1 B)z=4+r-p = p=4+y—;3—z;

in (1) einsetzen = 2x -y +4z=23

2 1 -2
871 a) 2=ﬁ+x-TB+p.Ké=[3]+x.[-1]+p-[-z];

0 -3 2 A
(x=2+A-2p ok
@y=3-2-2u
(3)z=-30+2p

(1),(z)=>x="‘TY*'; p=5"‘T'y; in (3) einsetzen = 2x-y+z=1

6 -3 4
b) §=O_A'+>»~A_B'+u-A_C'=[s]+A~[ 2]+p~[—4];
4 2 -3

(N)x=6-3\+4p
Q) y=5+2-4p
(3)z=4+27-3p

W, @=r=11-xy; p= 22,

; in (3) einsetzen = 2x—y +4z=23

5 -4 -2
da AB=2-AC, liegen die drei Punkte auf einer Geraden g, nimlich

3 1 1 3 1
x=|1]{+1-2 -1 +pe| -1|=|1|+t:] -1 | mitt=2A+ p als neuem Parameter.
5 -2 -2) \s -2

Es ist nun zu untersuchen, ob D(1/1/3) auf dieser Geraden liegt. Wenn nicht, liegen A, B, C
und D auf der durch g und D gebildeten Ebene.
()1=3+t = t=-2; (2) 1=1-t =t=0; D liegt daher nicht auf g.

3 1 3 1 -2
GIeichungderEbene:i: 1{+t] -1 |+s-AD=|1|+t:| -1 [+s+] 0 |.
5 -2 5 -2 -2

(x=3+t-2s
Qy=1-t
B)z=5-2t-2s

4-x

1),Q) = t=1-y; s= 2"’; in (3) einsetzen = x +3y—z=1.
A, B, C und D liegen in dieser Ebene.

3 2 1
8.72 a) Ebene durch A, B und C: X= a\.+l‘A_B’+p,-E=[l]+)»{—2]+p.~[—l]

0 2 2
D(1/1/1) in dieser Ebene? I: 1=1-A-3p; II: 1=1-2A; III: 1 =2A +2p;
N=>A=0; I=p=0;IIl: 1 #2:0+2.0=0; D liegt nicht in dieser Ebene.

. 1 -1 -3
b) Ebene durch A, B und C: i=ﬁ+A-A_B+p-F:=[|]+x.[-z]+p-[o].
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8 Vektorrechnung

8.73

8.75

a)z=5

Pyramidenvolumen

c=AB

Flicheninhalt Aapc:

Ansc= |cxb| 57611379

—25
Normale durch S auf die Ebene ABC: Normalenvektor

. -6 oo R 2 -6
n=cxb=[ 10 |; x=0S+t-n={3|+t-[ 10 |[;
=25 1 -25

Schnitt der Normalen mit der Ebene ABC ergibt F:

2 -6 0 5 1:2-6t=5p
3|+t 10 | =A:|5|+pn-|3| oder II:3+10t=5A+3p
1 =25 2 0 II1: 1-25t=2A

Lésung dieses linearen Gleichungssystems: t = m A= = Xp=2-6t=1,94;
ye=3+ 10t =3,09; zs = 1 - 25t =0,77; F(1,94/3,09/0,77); h= SF= \/(2-1,94)1 +...=0,254 ;

V=1-Amch=1379=117

o
o

Normalenvektor auf die Ebene ABC:

1
OA,=0A++3n, no— 0 +3-L und S
ﬁ 1
sind je ein Punkt der gesuchten Parallelebenen gunde; . A
g: X=O0A,+Mc+wb; ex X=0A,+Ac+pub. ¢
B,
€) parameterfrei: €; parameterfrei: €;
(Hx=1+1 = A=x-1 Dx=-1+1 = A=x+1
@y=1+p = p=y-1 Qy=-1+p = p=y+1
(B)z=2-A-p=2-(x-1)—(y-1) oder (B)z=0-A-—p=—(x+1)-(y+1) oder
€ x+ty+z=4 € xtytz=-2
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B 1)

9 Wirtschaftsmathematik

9.1 a)K=3000+ 3000~0,04~% = 3000~(1+o,o4~%) = 3070€

b) K=3000-(

4'5)=3045€ ) K =3000- (1+oo4 —) €308333 €

d) K =3000- (1+oo4 ”°) 3036,67

92 a)i _ZI2 20-12 . _Z:360 _ 20360

== Y 4% =——=———"2=0,04
Kon io004  206=6%  b)4% O i= 3t ~ oo - 2048 =48%
d) 7,2%
Z-360 _ 100-360
=——=—"——=22 150 T: 113 T: d) 90 T:
93 a)t Ky 1 8000004 5 Tage b) 150 Tage ©) age d) age
9.4 Ko:L:ﬂ_s_ﬁaooe

9.5 Z=K,-i=1000-0,03 =€ 30,—; davon abziiglich KESt =0,25-30 = 7,5 €. Ertrag nach
Beriicksichtigung der KESt: 30 — 7,5 =22,50 €.

Ist ik der Zinssatz “nach KESt”, so gilt: 22,5 = 1000-ix = ik =2,25% = %-i

9.6 2) Ky =Ko(1 +1)" = 1000-(1 + 0,04)° = 1216,65 €
K

b) K n_ 19924 _5000¢ 9l+i=gq ,’233972 1,04 i = 4%
(l+1) 1,06 2000

d) K, =Kpq" mit q=1+1i; i

=q"; logarthmieren = an——lnq B lnlé——n Inq;

0 0
_ In(Ka/Ko) _ In(91922,96/50000) _ =9 Jahre
Inq In1,07
9.7 a)K,=1500-(1 +0,045.5) = 1837,50 € b) Kq = 1500-(1 + 0,045)° = 1869,27 €
98 a)K,= 1000 —=82270 € b) Ko = 2000 =1645,40 €
1,05% 1,054
/5000 ’sooo
3 =4—-1= = 9 =6/22" 1= 0,
99 a)i= 3500 1=0,136 =13,6% b)i= 3000 1=0,089=8,9%
Q) i=$ §°°° ~1=0,066 = 6,6% )l_gmq_oosz 52%
9.10 n<[n243L01-n2000 _, (. b)n= In2680,19-1n2000 _ ;. o
In1,05 In1,05

9.11 a) Nach 20 Jahren Verdopplung von Ky auf 2-Ko;
nach weiteren 20 Jahren verdoppelt sich 2-Ko auf 4-Ko.
b) 80 Jahre = 4.20 Jahre; pro 20 Jahre eine Verdopplung = K, erhéht sich auf 16 Ko = € 1600
©) 2Ko=Koq®%;2=¢%; q= %2 ~1,035; i~3,5%

9.12 a) K, =500-1,04%.1,035-1,032 =593,82 € b) K, =1000-1,042-1,035-1,03 =1187,63 €
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9 Wirtschaftsmathematik

9.13

9.16

9.17
9.18

9.19

9.20

9.21

9.23

924 K

9.26

9.28

a) K, =5000-1,06> -1,055-1,045° =8181,59 €

b) 818159 =5000-(1+T)%s T =22 _12005-5%

K, = (400-1,03% ~200)-1,032 = 238,02 €

a) 2500 = 2000-1,04" = n = W ~5,69; nach 6 vollen Jahren

b) K, =2000-1,04¢ = 2530,64 € ©) K, =2000-1,04° =243331€

_ . 0,04t _ 66,69-360 _
d) 2500-243331=66,69; 66,69 =243331- 0% = t= i =2467 ~ 247 Tage

a) Z=5000-1,04° — 5000 = 5000- (1,045 —1)=1083,26 €
b) Jahrlich: 5000-0,04=200€; 5-200=1000 €

K, =400-1,045% +400-1,0452 + 400-1,045 =1311,28 €
K, =2000-1,04° =243331€; 2431,01=1000-(1+i)°; i=%/2,43101-1=0,195=19,5%
q=1+i=1,035; (300-q° + 300-q% + 300-q + 300)- (1 +0,035. %)= 1286,61 €

2) 20000-1,08” = 23328,00 € b) (20000-1,08 — 12000)-1,08 = 10368,00 €

) 30000-(1 +¥)(1 +%) =31263,02 €

b) 30000- (1+ 2‘:205) (1+$)=31258,33 €

Py 30000.(1+%) (140,05 - (1+32°°5J 3591990 €

d) 30000 (1+ 4005) (1+0,05)- (1 +”236?)°5) 3414933 €

»

10 10
a) 30000-1,05'2 =31244,89 € b) 30000-1,052 =31244,89 €
(-29) (e12)
) 30000-1,05° 36%/ =35906,12€  d) 30000-1,05 '2 3/ =34131,48€

()

InK;-InK,
In(1+i)
°" (112‘)- 1 Olszh_% =l2442¢€ 025 Ko = s =Tl =ssmo96¢

A+)" 1,043
Ko = 40000+ 30000, 3000 _17916304€ 927 K, =120, 1000, 1000 1009 _354505€
1,08 1,08 1,05 1,052 1,05  1,05*

a)K, =K,-(+i)" = n= =5,69 Jahre b)l-n,K— 1=0,057=57%
0

2) K, = % = % =21433,47, d.h. 20000 € sofort ist fiir den K#ufer giinstiger
+1 s

b) i Zinssatz, bei dem die beiden Angebote gleichwertig sind.
AA+i)? = = f@ = =11,8Y
20000-(1+i)* =25000 = 1+i= 20000 L118; i=11,8%
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=) 3-)

R_R
108 m:s2

b) i Zinssatz der Bank: q =1+i; 10000 = 6‘:00 +59%0:10000q? = 6000q + 6000; Sq* =3q+3;
q

9.29 a) R Riickzahlungsrate; 10000 = = R =5607,69

3+./9-4-5(-3 24/6
5 -3q-3=0; qu=T() J_

sinnvoll; i=q;-1=0,131=13,1%

——; q, =1,131; q2=-0,531 sachlich nicht

9.30 a)i=10%;q=1+i=1,1; Barwert A: 200000+ =547107,44 €;

200000 . 200 000
q

Barwert B:

700000 _ 578512,40 €; B ist fir den Verkaufer giinstiger.
q

b)i Zinssatz, bei dem die Angebote gleichwertig sind; ¢ =1 +1i;
200000 200000 700000

200000+ 200000 , 200900 _ 700689, 200000 + 2000003 + 200000 = 700000;
q q
- 2— o 2o = -
2 +29-5=0; qio= 2”22.242( % Z*J_ s q=1,158; gz=-2,158 sachlich nicht

sinnvoll; i=q;-1=0,158=15,8%

931 2)i=006; q=1+i=1,6;
Barwert A: 4000000+ 2299

=6241774,52 € = 6,24 Mio. €;

Barwert B: 2000000+@ 4100000 | 100000, 100000 . 100900 - 6212 363,80 €~ 6,21 Mio.€
q

3000000 . 2000000

Barwert C: 2000000 + —— =6254176,65€ =~ 6,25 Mio. €;

Angebot C ist am g\'.‘mstngsten!

b)i=0,12; q=1+i=1,12;

Barwert A: 4000000+ 2222 _ 5702 280,57 € ~ 5,70 Mio. €;
I

Barwert B: 2000000+@ + 100000 , 100900, 100090, 109990 _ 5 604 776,20 € = 5,60 Mio.€
q q q 'S

3000000 . 2000000

Barwert C: 2000000 + —— =5662617,79 € ~ 5,66 Mio. €;

Angebot A ist am giinstigsten!
9.32 i=9%;q=1+i=1,09;
a) Barwert A: 2 000 000 + ——— =4 525 039,98 € ~ 4,53 Mio. €;

Barwert B: 1000 000 +2 °°2 %00, 2000090 _ 4518 222,37 € ~4,52 Mio. €
q

3 000 000
q

Barwert C: 3oooooo+‘°°‘;°°° + 10090 _ 475911119 € ~4,76 Mio. €

q
b) 4759111,19 -4 518 222,37 = 240 888,82 =~ 0,24 Mio. €. Um 0,24 Mio. €.

¢) 2000 000+i2 =4759111,19; 2000 000-q +x=475911119; x =3278100,00 ~ 3,28 Mio.€
q

Die neue Restzahlung wiirde € 3,28 Mio. € betragen, das ist um 0,28 Mio. € mehr.
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9 Wirtschaftsmathematik

<)

2y+4=x

y 4
z =
// y N 3
,/
xy=2 x=2
4
///
e 1 X
//
// =
d y_-z

€) Unbeschrénkte Losungsmenge

x=2 ¥ x=3
4 y=1
1 X
y+x=2
934 a)l: x<1 b)I: y>-1
I y21 I y<x+1:
Im: y <2x+1 M:y< x+1
ol x2-1 dI: y<x+3
II: y2x I x>-2
I: y< -x+2 I: y<-2x+2
IV: y2-0,5x -1
935 a) y N Xty=6 b) y
o= 2, Yo = 4 2= 22 "
N. x=3
} ’ 3x+2y =30
2 6 =
xX+y=6 A
1 4 S 1\ = SNYmin = 3 Zio= 11
. x=4 2 ¥=3 -
081 2 3 4 5x S x+y=8
>f<y=_%..x

=X o> X
y=-z%0 \2\\4 6 8 10
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935 ¢) ¥ d) y
7 _ 7 5x+2y=16
6] \x+y=7 6 2x+3y=24
51 \[x=3 5 y=5
4 Xmex = 3, Ymex =4 4 NG
\] =10

3 A Zmex 3 +2y=8 |x=6
2 // =X 2 /\‘\\\ Xmin = 6, Ymin = 1
Tfx+2y=2 y 31 ~Zne =9
\ \/ - - iy
N1 2 3 4X 0 7523 4 5 6 7X
X

vy =-2x

9.36 a) x Stiick von Geriit A, y Stiick von Gerit B

Geriét A | Gerlit B | Verfiigbare Zeit y

Montageplatz I 4h 1h 40h 40
Montageplatz II 1h 1h 28h £
Gewinn € 600,- € 400,-

I x20
II. y20
III: 4x +y < 40 Maximum:

IV:x+y<28 A: 4 Stiick;
2=600x +400-y -> Maximum ~ B: 24 Stick;

maximaler Gewinn:
12000 €
Ry =-1,5x%
9.37 a) x Stiick von Ly, y Stiick von L,
Lampe L, [Lampe L, [Verfiigbare Zeit Yy

Mitarbeiter M; 2 min 7 min 4 h =240 min 60
Mitarbeiter M, |8 min 4 min 4 h =240 min 50
Gewinn [€ 100,- € 200,- 0 8x + 4y = 240
. o Maxi 0] 22 \P(15/30)

DX aximum: 2% + 7y = 240
I y20 LoisStuds o) |\ g
IIL: 2x + Ty <240 La: 30 Stiick; 10
1V: 8x + 4y <240 gax{maler ~
z=100:x + 200-y - Maximum ewinn: 0 3820 30 40 50 X

7500 € ye- é x
b) x Stiick von L,, y Stiick von L,
Lampe L; [Lampe L, [Verfiigbare Zeit
Mitarbeiter M; |2 min 7 min 2 h =120 min y
Mitarbeiter M, _[8 min 4 min 4 h =240 min 30 8x + 4y = 240
Gewinn € 100,-  [€200,-
L x20 Maximum: =120
I y20 Ly: 25 Stiick; - i
ML 2x + 7y < 120 Ly: 10 Stiick; 0 18,20 30 40 50 X
IV: 8x + 4y <240 maximaler Gewinn: K y=-3x
z=100-x +200-y > Maximum 4 500 2
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9.38 a) x Stiick Z,, y Stiick Z,

TeilZ, |TeilZ, | Verfiigbare Zeit \
Automat] |24 min 12min |8 h=480 min 24x+12y = 480
AutomatIl |16 min (24 min |8 h=480 min
Gewinn €600, | €400,
L x30 Maximum:
Ly > Z:: 15 Stuck; 16x+24y = 480
I y20 Zy: 10 Stiick; S 4
III: 24x + 12y < 480 maximaler NS5 1015202530
IV: 16x + 24y <480 Gewinn: 13000 € Y y=15x
z=600-x + 400-y - Maximum
9.39 x Stiick von Qualitét A y
y Stiick von Qualitit B: x = 600
L x20 1000 \
II: y20 Minimum: \Q-P 001800
III: x > 600 Qualitét A: 600 Stiick; \ © )
IV: y > 400 Qualitit B: 800 Stiick; _ \
V: ;’ +y> 1400 Minimale Kosten: 1040€ -3< ;‘ y =400
z=1,2-x + 0,4-y - Minimum 20(\\ X +y = 1400
d, 200 " 1000 X
=*
9.40 x Stiick von Qualitit A
y Stiick von Qualitit B:
I x20
I:y20 Minimum:
III: 5x +2y < 180 Werkstiick A: 20 Stiick;
IV: 2x + 4y <240 Werkstiick B: 40 Stiick;
Vi x+y>60 Minimale Kosten: 4800 €
z=60-x + 90-y - Minimum
9.41 x Flugzeuge vom Typ A Minimum: y
y Flugzeuge vom Typ B 8 Flugzeuge vom Typ A;
I x20 5 Flugzeuge vom Typ B; %
I y20 Minimale Mietkosten: 10
IIL: 40-x + 56y > 600 570000 €
IV: 1000:x + 800-y > 12000 5 &
2 =40000-x + 50000-y — Minimum P
\\\ 5§ 10 15 «x
N4
y=-gx
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10 Beschreibende Statistik

101 a) Werle Stichiste autgker Hauhgket b)
n 15%
1 20%
I 20%
n 15% !
1] 10% 1 2 3 4 5 6
i 20%

¢) X=345;,X=3;q=2;q3=5;5=1,76; s>=3,10;R=5;d=3

mm-hwn—-

BN WAL

Haufigkeit
oaNnwaG

102  X=44,99 mm; s = 0,41 mm

Absolute  Prozentuelle
103 a) Werte Strichliste Haufigkeit Haufigkeit  b)

6
78 | 1 4,35% . J
79 1 4,35%
80 0 0,00% =4
81 11 3 13,04% S,
&2 3 13,04% ] 2
83 4 17,39%
84 it 5 21,74% 1
85 3 13,04% 0 D
g‘_sl : 1 3‘323: 78 79 80 81 82 sa 84 85 86 87 88 89
88 0 0,00%
89 | 1 4,35%

¢) X=83,3; X=83; q:=82;q3=85;5s=2,5; =6,0; R=11;d=3

104 X=251; X=24; q1=1,8;93=3,5;5s=1,31; s>=1,71; R=4,6;d=1,7

b) %
Xunin =) Xmax
i { !
0 1 2 3 4 5h
10.5 a) Pareto-Diagramm b) Kreisdiagramm
unzu-
50 -ausrei- reichend sehr gut
45 chend gut
40 mangel- !
35 haft ]
ausrei-
gg m::gel chend
20 Mittenwinkel fiir "sehr gut": —-.360°~16°;
15 | unzu- | 92
10 o ot "gut": 47°; "ausreichend": 172°;
5 _]i‘w "mangelhaft": 90°; "unzureichend": 35°
0

10.6 a) X=41,17; X=40,6;s=1,19; s>=1,42; R=3,1
b) X=7,991; X=8,02; s =0,087; s>=0,0076; R =0,27
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10 Beschreibende Statistik

10.7 Xx= 4,27mm,x 4,3 mm; q;= 3,6 mm; g3 =5,4 mm; s =1,15 mm;
$=132mm’; R=42mm;d=1,8 mm

9 X q,

108 a) ?Absolute Haufigkeit

Lﬂﬂmﬁﬁ Bim L

40 50-10° X
b) X =26,30; X=0,5'(24,9+28,4)= 26,65; s =14,29; R =48,8 (jeweils in 10° Betitigungen)

109 a) 3

Hiufigkeit

49,6 49,7 49,8 499 50 50,1 50,2 50.3
b) X =49,97 mA; X =50,0 mA; s=0,20 mA; s>=0,038 (mA); R=0,7mA

10.10 17,2 Punkte
10.11 §=9‘—0.(30~49,4+20.50,2+4o-50,1)=49,s9

10.12 Xmin=73,5 Q, Xmax=87,0Q, R=13,5Q;
R

Klassenbreite w = Wi :/= =1,7428... ~ 1,7 Q (auf Genauigkeit der Messwerte runden).
Klasse Abs;)l:ne. 14
Ha 12
73,45 ...75,15 3
75,15 ... 76,85 7 51
76,85 ... 78,55 11 % 8
78,55 ... 80,25 12 S
80,25 ... 81,95 12 T4
81,95 ... 83,65 7 2
83,65 ... 85,35 5 0
85,35 ... 87,05 3 '

75,15
76,85 ]
78,55 ]
80,25
81,95
83,65
85,35 ]
87,05 ]

[-%

Auf der Abszissenachse sind unter
Klassengrenzen angefuhrt.

b) Berechnung mit allen Daten: X = 79,94 Q; s= 3,06 Q
Zum Vergleich die Berechnung iiber die Klassenmitten 74,3; 76; ...; 86,2
X~79,94 Q;5~3,07Q

len Rechtecken die rechten
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Klassen- | Absolute

10.13 Klasse mitten | Haufigkeit
43654393 | 4379 1
4303 4421 | 4407 4
442,1 . 4449 | 4435 6
44494477 | 4463 1 - .
44774505 | 4491 17 X~90,02m; s~0,425 mQ
450,5 . 4533 | 4519 17
4533 4561 | 4547 15
46,1 .. 4589 | 457.5 4
45894617 | 460,3 4
4617 .. 4645 | 4631 )

1014 Xmin =437 g, Xmec=462 g, R =25 g; Klassenbreite w = % g=2,795~3 g (auf die

Genauigkeit der Messwerte gerundet). Beginn der Klassierung: Untere Rundungsgrenze

von Xmin, also 436,5; weitere Kl gr um jeweils w =3 héher.
D12 v A {=HAUFIGKEIT(A2:J8,C12:C20)}
[ A [ B [ C @ E | F | 6 | H [ I [ J

1_[Messwerte: ! 1 i | | [
1 2 | 453 451 454 453 448 449 453 452 451 462
| 3| 4585 452 448 450 448 454 459 459 456 448
| 4 | 449 456 456 448 437 a4 444 456 448 453
| § | 447 459 457 442 445 454 442 458 452 448
| 6| 450 456 454 444 445 442 445 450 457 458
17 | 451 448 448 456 450 450 461 452 455
1 8 | 455 443 451 452 448 445 451 454 449

9 453 448 455 448 444 444

10

1

i
+—
Im Zellbereich C12:C20 stehen die oberen Kl Mit der Funktion HAUFIGKEIT werden

die Besetzungszahlen n; der Klassen bestimmt. Vor Aufrufen dieser Funktion ist der Zellbereich der
Besetzungsuhlen D12: C 20 zu markieren. Abschluss durch gleichzeitiges Driicken der Tasten -

Bochsteller] und [Enter

Hinweis zum Hi: Auf der Abszi h
sind unter den Rechtecken die Klassenmitten
angefuhrt.

458

o
@©
<

8 3 5 8 8 8
83§ 3§88 8

b) X =450,525 =~ 450,5 g (bei Beriicksichtigung aller Messwerte ist X = 450,513 ~ 450,5 g);
§=5,267 ~ 5,27 g (bei Beriicksichtigung aller Messwerte ist s = 5,166 ~ 5,17 g)
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11 Wahrscheinlichkeitsrechnung

11 Wahrscheinlichkeitsrechnung

11.1

11.2
113

11.4

11.5
11.6
11.7

118

11.9

11.10

1111

11.12

11.13

= 1024
8300000000
) 1/6 b) 1/6 ) 5/6 d)12 €23 f) 5/6
a) 16, 26, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65; P =11/36

~1,23.107

b) 14,23,32;41; P=1/9 ¢) 11, 12,21, 13,22, 31, 23, 32; 14,41, P =5/18

a) WWW;P=1/8 b) ZWW, WZW, WWZ; P = 3/8

) WWW, ZWW, WZW, WWZ; P =%,

d) ZWW, WZW, WWZ, ZZW, ZWZ, WZZ,ZZZ;P =1/8

€) ZZW,ZWZ, WZZ; P =3/8

) WWW, ZWW, WZW, WWZ, ZZW, ZWZ, WZZ; P = 7/8

@) ZZW,ZWZ, WZZ,77Z;P = 1/2 h) 2ZZ;P=1/8
a)ja b) nein ¢)ja

a)ja b) ja ¢) nein

nicht hochstens 1 fehlerhafte Einheit ziehen

e) Wurffolgen 11, 12, 21, 13, 22, 31, 14, 23, 32, 41, 15, 24, 33,42, 51; P = 1—52
f) Wurffolgen: 11, 13, 15,31, 51; P = 3_56

Wurffolgen: ZZW, ZWZ, WZZ; P = %

93512 ey
6 6 6 216
b) Beim 3.Mal oder 4.Mal oder ... = nicht beim 1.Mal und nicht beim 2.Mal;
55.55_ 69,4%
6 6 36
Nicht "6" beim ersten Mal und wenigstens einmal "6" beim zweiten Mal;
_Z.E) =25 _o10%
6 6/ 1296

a) ZZWW, ZWZW, ZWWZ, WZZW, WZWZ, WWZZ, P = 5.3 37,5%

unabhingige Ereignisse; % . %(1

16 8
b) 50% (Alle Reihenfolgen von ZZZW und von ZWWW)
l6 . % + 1—16 =% = 37,5% (siehe nachfolgende Tabelle)
Grofie Miinzen | Kleine Miinzen Wahrscheinlichkei
ww ww 1111 1
2222 16
entweder entweder ( 11 11 ( 111 l) _1
WZoderZW | WzZoderzW | \2'2%22)\3'2%2°2)7%
2z zz 11111
2222 16
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10.15

10.16

10.17

10.21

10.22

10.23

10.24

10.25

10.26

10.27

10.28

10.29

L + LI 2,78% (siehe nachfolgende Tabelle)
108 54 36
Roter Wiirfel | Augensumme der griinen Wiirfel ‘Wahrscheinlichkeit
3 142 oder 2+1 l.(L+L)_L
6 \36 36/ 108
5 1+4 oder 2+3 oder 3+2 oder4+1 | 1 (1 . 11 . 1)_ 1
6 \36 36 36 36/ 54
Nicht O-mal ("5" oder "6"); P= 1-4.4.2_1_ 8 _19 _ 70404
6 6 6 27 27
3 5 1
3 10.18 s 10.19 2 10.20 0,7 +0,3:0,7=0,91=91%
a) 333433 _ 6600 by 1-33.34.33 3380,
40 39 38 40 39 38
333433 5.5 3534 9649
40 39 38 ~ 40 39 38
a) 0,96:0,95 =0,912 =91,2% b) 1-0,96-0,95 = 0,088 = 8,8%

¢) 0,04-0,95 = 0,038 = 3,8%

2) 0,95-0,92 = 87,4%
¢) 1-0,080,05 = 99,6%
) 1-0,950,92 = 12,6%

d) wie b)

b) 0,05-0,92 + 0,95-0,08 = 12,2%

a) Mindestens ein Erfolg = nicht 0 Erfolge; 1 - 0,6°= 0,922 =92,2%
b) n = Anzahl der Durchfithrungen, 1 - 0,6" > 0,8 erstmals fiirn=4

N ... Fehler wird beim ersten Mal nicht entdeckt,
Nj ... Fehler wird beim zweiten Mal nicht entdeckt;
P(N; und N2) = P(N;)'P(N;|N;) = 0,4:0,2 = 8%

a) 26.35 08077 by 6.4, 4 36 _ 41846
40 39 40 39 40 39
d 1-36.35 =0,1923 €) 4.3 =0,0077
40 39 40 39

2) 0,9*=81%

b) 0,9-0,1 +0,1:0,9 = 18%
d)1-0,92=19%

€)0,12=1%

9251

76 21

5
a) >
)7 21

W4

Nl Nl
oy ¥2
N, N,

9 1-2.3 =099
40 39

¢)1-0,12=99%
1) 0,1:0,9=9%

kein Ausschuss = 1.Stiick kein Ausschuss und ... und 100.Stiick kein Ausschuss;

0,99'% = 36,60%
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10.30

10.31

10.32

10.33

10.34

10.35

10.36

10.37

10.38

Siehe Baumdiagramm: ome
E; ... Fehler wird bei der ersten Priifung entdeckt; \

E, ...Fehler wird bei der zweiten Priifung entdeckt, usw. E, E,

2) 0,6:0,4 =24% b) 0,4 +0,6:0,4 = 64% 0,4/\0,6

¢) Nach der zweiten Priifung = bei der dritten Priifung oder bei der E, E
vierten Piifung oder noch spiter = nicht bei der ersten und nicht
bei der zweiten Priifung; 0,6-0,6 = 36%. 0*/\"6
Wenn nach der zweiten Priifung bei der dritten Priifung bedeuten E, E,
soll, ist die Losung 0,6-0,6-0,4 = 14,4%

d) 0,4 +0,6:0,4 + 0,6:0,6:0,4 = 78,4% €) 0,6 =36%

0,4-0.02 +0,3-0,04 + 0,3:0,05 = 3,5%

o (DI (160510 T gy (181716) (15 14 1) g
20 19 18 17 16 15/ 10 20 19 18 17 16 15

0,9992%° = 0,9608

n Glithlampen, mindestens eine "iiberlebt" = nicht 0 "iiberleben":
1-0,04">0,9999 erstmals firn=23

a) 0,9:0,8 =72% b) 0,9-0,2 = 18% ¢)0,1:0,8 =8% d)1-0,1-0,2=98%

2) 0,96 = 84,93% b) 1-0,96*=15,07%
) 1-(0,96* +4:0,96>0,04) = 0,91%

) 0,93-0,97-0,99 = 89,31%

b) 0,07-0,97-0,99 = 6,72%

¢) 1-0,93-0,970,99 = 10,69%

d) 1-(0,93:0,97-0,99 + 0,07-0,97-0,99 + 0,93-0,03-0,99 + 0,93-0,97-0,01) = 0,31%

0,9° +3:0,9%0,1 = 0,972 = 97,2%
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